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LXIIІ Київська міська олімпіада юних математиків
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1. Чи можливо таке, що при деяких 
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 додатні, а число 
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 – від’ємне? Відповідь обґрунтувати. 
Відповідь: можливо.

Розв’язання. Підберемо, наприклад, в якості 
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2. Чи існує таке просте число 
[image: image11.wmf]p

, що число 
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 утворює десятицифрове число, усі 10 цифр якого різні? Відповідь обґрунтувати.
Відповідь: не існує.

Розв’язання. Цим числом може бути лише число 
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, оскільки сума цифр десятицифрового числа дорівнює 
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, тому кратне 
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. Оскільки 
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 – містить менше 10 цифр, або безпосередньо обчислити 
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3. „Автомат по відрізанню” за одне включення з прямокутником 
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 цілі і 
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, проводить такі операції – він відрізає від прямокутника максимально можливу кількість квадратів 
[image: image22.wmf]m
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. Після цього знову включаємо „автомат” для прямокутника, що залишився. І так далі, поки залишаться лише відрізані квадрати. Наприклад, для прямокутника 
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 автомат за перше включення відрізає 5 квадратів 
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, залишився прямокутник 
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. Наступне включення автомату відріже 3 квадрати 
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, після чого робота автомату закінчена. Відомо, що для остаточного розрізання заданого прямокутника знадобилось 3 включення автомату і при цьому залишилось 5 квадратів. Найменший з яких має розмір 
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. Які розміри міг мати початковий прямокутник? Вказати усі можливі відповіді.
Відповідь: 
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Розв’язання. Останнє включення автомату не могло бути задіяним до квадрату, бо інакше він би припинив свою роботу на попередньому кроці. Таким чином було 3 включення автомату, нехай при кожному включенні з’являлось відповідно 
[image: image31.wmf]c

b

a

,

,

 квадратів. Зрозуміло, що 
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. Легко зрозуміти, що таким умовам задовольняє рівно 3 різних варіанти: 
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. Для кожного з них ми маємо такі можливості (рис1–3): 

4. (Крижанівський Олег) Розглянемо таблицю із 3 рядків та 2008 стовпчиків. В першому рядку записані довільні цілі числа (у кожній комірці таблиці рівно одне число) в неспадному порядку. Числа другого рядка одержуються таким чином – під кожним числом А з першого рядка записується число В, що дорівнює кількості чисел першого рядка, менших від А та розташованих лівіше від А. Аналогічно одержуються числа третього рядка по відношенню до чисел другого рядка – під кожним числом С другого рядка записується число Д, що дорівнює кількості чисел другого рядка, менших від С та розташованих лівіше від С. Доведіть, що друга та третя цієї таблиці заповнені однаково. 
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Розв’язання. Припустимо, що при усіх 
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, тоді зрозуміло, що кількості чисел першого рядка, менших від 
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 та розташованих лівіше від 
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 така само, як і кількість чисел першого рядка, менших від 
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 не може збільшити цю кількість. Тому 
[image: image49.wmf]i

i

B

B

=

+

1

.

2) 
[image: image50.wmf]1

1

1

...

+

-

-

+

=

=

=

>

k

i

i

i

i

A

A

A

A

, тоді зрозуміло, що кількості чисел першого рядка, менших від 
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 менша від кількості чисел першого рядка, менших від 
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, оскільки ця кількість поповнюється 
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3) 
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, тоді зрозуміло, що кількості чисел першого рядка, менших від 
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 та розташованих лівіше від 
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 на один менша від кількості чисел першого рядка, менших від 
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 та розташованих лівіше від 
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, оскільки ця кількість поповнюється числом 
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Як легко видно за побудовою, числа 
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 будуються повністю аналогічно. Залишається для завершення доведення зрозуміти, що 
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1. (Гоголєв Андрій) Із цифр 
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 скласти таке чотирицифрове число з усіма різними цифрами, яке при множенні на чотирицифрове число, що записано тими самими цифрами у зворотному порядку мало найменший можливий добуток. 

Відповідь: 
[image: image72.wmf]1032

 або 
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Розв’язання. Очевидно, що це повинні бути чотирицифровими числами з найменшими першими цифрами. Використати 
[image: image74.wmf]0

 не можна, оскільки число перестане бути чотирицифровим. Таким чином треба розглянути дві можливості: 
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. Таким чином шуканими будуть друга пара чисел.
2. (Анікушин Андрій) Розв’язати в натуральних числах 
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Відповідь: 
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Розв’язання. Нехай 
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 маємо очевидний розв’язок 
[image: image82.wmf]2007

=

y

. Далі вважаємо, що 
[image: image83.wmf]y

x

£

£

2

. Оскільки 
[image: image84.wmf]2048

2

2008

1024

2

11

10

=

<

<

=

, 
[image: image85.wmf]2187

3

2008

729

3

7

6

=

<

<

=

, 
[image: image86.wmf]4096

4

2008

1024

4

6

5

=

<

<

=

, 
[image: image87.wmf]3125

5

2008

625

5

5

4

=

<

<

=

, 
[image: image88.wmf]7776

6

2008

1296

6

5

4

=

<

<

=

, 
[image: image89.wmf]2401

7

2008

343

7

4

3

=

<

<

=

, 
[image: image90.wmf]4096

8

2008

512

8

4

3

=

<

<

=

, 
[image: image91.wmf]6561

9

2008

729

9

4

3

=

<

<

=

, 
[image: image92.wmf]10000

10

2008

1000

10

4

3

=

<

<

=

. Очевидно, що далі розглядати немає потреби. Таким чином більше розв’язків немає, що випливає з таких співвідношень:
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, далі вже порушується умова 
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3. (Лішунов Віталій) Віталик дуже полюбляє цукерки і прагне їх їсти якомога більше. Якщо Віталик зранку з’їсть 
[image: image97.wmf]N

 грамів цукерок чи більше, де 
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 – ціле число, то йому буде погано. Одного ранку він зміг з’їсти рівно 223 цукерки „Мисливські”. Наступного ранку рівно 286 цукерки „Пташине молоко”. Чому дорівнює 
[image: image99.wmf]N

, якщо цукерка „Мисливська” важить рівно на 2 грама більше, ніж „Пташине молоко”, а цукерка „Пташине молоко” важить ціле число грамів?
Відповідь: 
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Розв’язання. Виходячи з умов задачі можемо позначити через 
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 вагу у грамах „Мисливської” цукерки, а через 
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З першої умови ми маємо, що 
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4. (Рубльов Богдан) На площині розташовані два трикутники 
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 ділиться на три рівні частини точкою перетину медіан 
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 – трапеція. Знайти кути трикутника 
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Відповідь: усі кути по 
[image: image131.wmf]°
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Розв’язання. Позначимо 
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 – інцентр 
[image: image133.wmf]BKL

D

, з властивостей центра ваги трикутника та з умов задачі випливає, що 
[image: image134.wmf]m

AI

=

, 
[image: image135.wmf]m

KI

2

=

. Позначимо 
[image: image136.wmf]x

BA

=

, тоді з властивостей бісектриси 
[image: image137.wmf]x

BK

2

=

 і 
[image: image138.wmf]x

KC

2

=

. З того, що 
[image: image139.wmf]KALC

 – трапеція, тому 
[image: image140.wmf]LC

KA

||

. З теореми Фалеса 
[image: image141.wmf]x

AL

=

. Таким чином в 
[image: image142.wmf]BKL

D
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 – бісектриса за умовою, а також медіана, оскільки 
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, то він рівносторонній і усі його кути дорівнюють по 
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5. (Крижанівський Олег) Маємо таблиці, які складаються із 2 рядків та 2008 стовпчиків і будуються за таким правилом – у кожній таблиці в першому рядку записані довільні цілі числа (у кожній комірці таблиці рівно одне число) у неспадному порядку. Числа других рядків одержуються таким чином – під кожним числом А з першого рядка записується число В, що дорівнює кількості чисел першого рядка, менших від А та розташованих лівіше від А. Відомо, що усі таблиці мають попарно різні другі рядки. Знайдіть найбільшу можливу кількість таблиць.

Відповідь: 
[image: image148.wmf]2007

2

.

Розв’язання. Позначимо перші та другі рядки таблиці через 
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, тоді зрозуміло, що кількості чисел першого рядка, менших від 
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 та розташованих лівіше від 
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 така само, як і кількість чисел першого рядка, менших від 
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, тоді зрозуміло, що кількості чисел першого рядка, менших від 
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 менша від кількості чисел першого рядка, менших від 
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, оскільки ця кількість поповнюється 
[image: image168.wmf]k

 числами 
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Таким чином на кожному кроці можливі два різних значення для наступного елемента, тобто усього їх можлива кількість 
[image: image173.wmf]2007
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.
9 клас

1. (Маліцький Юрій) Юрко так пише цифри, що 
[image: image174.wmf]8
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 виглядають абсолютно однаково, якщо на них дивитись при природному запису, і якщо листок перегорнути зверху донизу. При такому перегортанні листка цифри 
[image: image175.wmf]6

 і 
[image: image176.wmf]9

 перетворюються одна в іншу. Він прагне написати таке число з усіма різними цифрами, щоб його добуток на перегорнуте число (яке також повинно мати зміст) було максимально можливим. 
Відповідь: 
[image: image177.wmf]91086

 або 
[image: image178.wmf]98016

. 

Розв’язання. Очевидно, що це повинно бути п’ятицифровим числом, оскільки усі його цифри можуть вибиратися з множини 
[image: image179.wmf]}
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. Для максимуму ці два числа повинні мати максимальні перші цифри, тобто 
[image: image180.wmf]9

 і 
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, щоб після перегортання воно стало 
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. Таким чином останні цифри – це 
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 і 
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. Також треба мати максимальні другі цифри, тобто це повинні бути 
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 і 
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, а посередині повинен стояти 
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2. (Петровський Дмитро) Для додатних чисел 
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 таких, що 
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Розв’язання. 
[image: image191.wmf]ab

b

a

ab

2

³

+

=

 
[image: image192.wmf]Þ

 
[image: image193.wmf]4

³

ab

, тобто 
[image: image194.wmf]=

+

³

+

+

+

+

+

ab

a

b

ab

b

a

a

b

b

a

2

2

2

2

4

4

 
[image: image195.wmf]2
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3. (Рубльов Богдан) В таблиці 
[image: image196.wmf]n
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 два гравці по черзі заповнюють рядки числами „+1” та „–1”. Спочатку перший гравець заповнює перший рядок. Потім другий гравець – другий рядок, потім перший заповнює третій рядок. Далі другий – четвертий тощо. По закінченні заповнення перший гравець одержує по 1 балу за кожний рядок чи стовпчик, добуток чисел в якому додатний, інакше цей бал одержує другий гравець. Кожний прагне набрати якомога більше балів. При правильній грі кожного хто скільки балів може набрати?
Розв’язання. Нехай 
[image: image197.wmf]k
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Спочатку розглянемо таку стратегію для кожного. Перший розставляє числа довільним чином, щоб перемагати в кожному своєму рядку. Таким чином він набирає 
[image: image198.wmf]k

 балів. Другий так само до останнього рядку, набирає 
[image: image199.wmf])
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 бал, а далі в останньому рядку він розставляє числа так, щоб перемогти в кожному стовпчику. Таким чином він набирає 
[image: image200.wmf]1
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 бал. Залишається з’ясувати, хто при такій стратегії переможе в останньому рядку. Оскільки добуток усіх чисел таблиці „+1”, бо добуток чисел у кожному стовпчику „–1”, а їх парна кількість. Непарні рядки мають добуток „+1”, таким чином добуток усіх „парних” рядків дорівнює „+1”. Усього їх 
[image: image201.wmf]k

 штук. 

Таким чином при парному 
[image: image202.wmf]k

 добуток і останнього рядка також буде „-1”. Остаточно перший щонайменше набирає 
[image: image203.wmf]k

 балів, а другий – 
[image: image204.wmf]k
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. При спробі змінити стратегію, свій результат кожен може лише погіршити, оскільки цим може скористатися супротивник для поліпшення свого результату.

При непарному 
[image: image205.wmf]k

 добуток останнього рядка повинен бути „+1”, тобто його виграє перший. Остаточний результат в такому разі складе: перший – 
[image: image206.wmf])
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, другий – 
[image: image207.wmf])
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. Чи може другий набрати більше. При будь-якій іншій стратегії перший все одно набере свої 
[image: image208.wmf]k

 балів за рядки. Якщо другий програє хоча б один стовпчик або рядок, то він набере не більше від 
[image: image209.wmf])
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. Але він не може їх усі виграти, внаслідок оцінок зазначених вище. Перший також не може набрати більше від 
[image: image210.wmf])

1

(

+

k

, оскільки другий може набрати щонайменше 
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Нехай 
[image: image212.wmf]1
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Тут уся стратегія залишається, тільки внаслідок непарності розмірів таблиці останнім хід робить перший. Таким чином він набирає свої бали за усі 
[image: image213.wmf])
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 стовпчик та 
[image: image214.wmf]k

 рядків, окрім останнього. Другий виграє свої 
[image: image215.wmf]k

 стовпчиків. Залишається перевірити, хто переможе в останньому рядку при таких стратегіях. Добуток по стовпчиках усіх чисел таблиця складає „+1” – усі вони додатні. Добуток по усіх рядках окрім останнього складає 
[image: image216.wmf]k
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. Тому при парному 
[image: image217.wmf]k

 перший виграє і останній рядок, а при непарному його виграє другий. Таким чином відповідь така:

При парному 
[image: image218.wmf]k

 перший набирає 
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, другий – 
[image: image220.wmf]k

; при непарному 
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 першій – 
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4. (Петровський Дмитро) Довести, що рівняння 
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 має нескінченну кількість розв’язків у цілих числах, якщо найбільший спільний дільник чисел 
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 дорівнює 
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Розв’язання. Виберемо такі значення: 
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. Покладемо в якості 
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. Тоді трійка цілих чисел 
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 задовольняє рівняння, тобто розв’язків нескінченна кількість.

[image: image615.wmf]C

5. (Жидков Сергій) У трикутнику 
[image: image236.wmf]ABC

 на стороні 
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 вибрані точки 
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 і 
[image: image239.wmf]L

 таким чином, що 
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Відповідь: 
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Розв’язання. Позначимо такі відрізки: 
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 – середина 
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. За відомою формулою знайдемо довжину медіани 
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 EMBED Equation.3  [image: image252.wmf](
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 EMBED Equation.3  [image: image253.wmf]2
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. Таким чином в 
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 медіана дорівнює половині основи, до якої вона проведена, тому цей трикутник прямокутний і 
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10 клас

1. (Лішунов Віталій) Розглянемо годинник, який має дві стрілки – часову та хвилинну, які рухаються неперервно. За ту годину, що пройде від 12–00 до 13–00 якого часу буде більше – коли між цими стрілками буде гострий кут чи тупий?
Відповідь: тупий більше.

Розв’язання. Визначимо швидкість руху, як градуси в хвилину. Тоді годинникова стрілка має швидкість 
[image: image256.wmf]6
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. Таким чином різниця швидкостей 
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. Обчислимо час, за який між стрілками кут зміниться від 
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, тобто весь це
й час кут між стрілками був гострий. Тепер обчислимо який час пройшов відтоді, коли кут став знову прямим, тобто 
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, таким чином тупим кут був протягом 
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. Таким чином тупим він був більше, ніж півгодини, а тому більше часу він був саме тупий.

2. (Примак Андрій) По колу виписані послідовно в порядку зростання за рухом годинникової стрілки усі натуральні числа від 
[image: image269.wmf]1

 до 
[image: image270.wmf]2008

. Вибирається деяке записане число 
[image: image271.wmf]A

. Ми його викреслюємо, а далі послідовно за рухом годинникової стрілки пропускаємо одне не викреслене число і викреслюємо наступне ще не викреслене. Так робимо до тих пір, поки не залишиться останнє число. З якого числа 
[image: image272.wmf]A

 треба почати, щоб залишилось не викресленим число 
[image: image273.wmf]63

.

Відповідь: треба почати з числа 
[image: image274.wmf]104

.

Розв’язання. Спочатку покажемо, що якщо по колу виписані 
[image: image275.wmf]n
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 чисел та ми починаємо з числа 
[image: image276.wmf]2

, то останнім не викресленим залишиться число 
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. Це просто доводиться ММІ. Для двох чисел очевидно. Нехай це справджується для 
[image: image278.wmf]n
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. Запишемо 
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 число. Якщо почати з числа 
[image: image280.wmf]2

, то ми на першому проході викреслимо усі парні числа, після викреслювання числа 
[image: image281.wmf]1

2

+

n

 у нас залишається 
[image: image282.wmf]n
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 чисел та починаємо першим з числа 
[image: image283.wmf]3

. Легко збагнути, що ми маємо ситуацію, що відповідає припущенню індукції, де роль числа 
[image: image284.wmf]2

 відіграє число 
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. Найбільша степінь числа 
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, що не перевищує 
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 це число 
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. Таким чином при викреслюванні 
[image: image289.wmf]984

 перших чисел треба, щоб серед не викреслених чисел початок викреслювання відбувався з числа, яке наступне після 
[image: image290.wmf]63

. Оскільки ми викреслимо не усі парні числа і вони будуть викреслюватись послідовно, то треба щоб останнім з 
[image: image291.wmf]984

 чисел (які викреслюються першими) було викреслене число 
[image: image292.wmf]62

. Таким чином треба викреслити 
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 число від 
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 до 
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, тобто числа 
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Таким чином треба почати з числа 
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, далі послідовно викреслюємо 
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[image: image301.wmf]62

,...,

2

 (31 число). Викреслене 
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 числа, залишилось 
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 числа, першим з яких викреслюється 
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, а тому останнім залишиться число, що є попереднім до 
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, тобто це число 
[image: image306.wmf]63

. 

3. (Радченко Данило) Знайти всі рішення рівняння 
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Відповідь: будь-яка трійка 
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 задовольняє умові задачі.

Розв’язання. Будемо шукати рішення рівняння 
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 випливає, що 
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 попарно взаємно прості. Дійсно якщо просте 
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 попарно взаємно прості. Тоді 
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5. (Петровський Дмитро) Для додатних чисел 
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1. (Маліцький Юрій) Розв’язати нерівність:
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2. (Клурман Олексій) Знайти всі значення параметра 
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Таким чином рівно два додатні розв’язки функції можуть існувати лише при 
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3. (Петровський Дмитро) Нехай 
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4. (Клурман Олексій) В тетраедрі 
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5. (Рибак Олександр) Є 2008 мишей. Бівіс та Батхед грають у загадування пар. Спочатку Бівіс послідовно називає деякі 
[image: image526.wmf]m

 пар мишей 
[image: image527.wmf])

,

(

1

1

Q

P

,...,
[image: image528.wmf])

,

(

m

m

Q

P

. У кожній названій парі миші мають бути різними, але кожна миша може зустрічатися в будь-якій кількості пар, порядок мишей у парах не має значення. Після цього Батхед загадує деяку пару різних мишей 
[image: image529.wmf])

,

(

Q

P

 і проголошує наступну характеристику пари 
[image: image530.wmf])

,

(

Q

P

: для кожної названої Бівісом пари 
[image: image531.wmf])

,

(

i

i

Q

P

 Батхед каже, скільки спільних мишей має 
[image: image532.wmf])

,

(

i

i

Q

P

 з його парою 
[image: image533.wmf])

,

(

Q

P

. Наприклад, якщо миші пронумеровані від 
[image: image534.wmf]1

 до 
[image: image535.wmf]2008

, і Бівіс назвав пари 
[image: image536.wmf])

2

,

1

(

, 
[image: image537.wmf])

4

,

2

(

, 
[image: image538.wmf])

5

,

2

(

, 
[image: image539.wmf])

6

,

5

(

, а Батхед загадав 
[image: image540.wmf])

5

,

1

(

, то характеристика матиме вигляд 
[image: image541.wmf])

1

,

1

,

0

,

1

(

 – саме в такому порядку, в якому були названі пари 
[image: image542.wmf])

2

,

1

(

, 
[image: image543.wmf])

4

,

2

(

, 
[image: image544.wmf])

5

,

2

(

, 
[image: image545.wmf])

6

,

5

(

. Потім Бівіс має з першого разу вгадати, яку пару мишей загадано в якості 
[image: image546.wmf])

,

(

Q

P

. Батхед може схитрувати: якщо Бівіс вгадає пару 
[image: image547.wmf])

,

(

Q

P

, але деяка інша пара різних мишей має таку ж саму характеристику щодо кількостей спільних мишей з 
[image: image548.wmf])

,

(

1

1

Q

P

,...,
[image: image549.wmf])

,

(

m

m

Q

P

, він скаже, що Бівіс не вгадав. Яку найменшу кількість пар має назвати Бівіс, щоб потім гарантовано вгадати пару 
[image: image550.wmf])

,

(

Q

P

?
Відповідь: 1339 пар.

Розв’язання. Розіб’ємо мишей на 
[image: image551.wmf]668

 підмножин з 
[image: image552.wmf]3

 мишей і одну підмножину з 
[image: image553.wmf]4

 мишей. Для кожної підмножини 
[image: image554.wmf]}

,

,

{

i

i

i

i

R

Q

P

M

=

, 
[image: image555.wmf]668

1

£

£

i

 нехай Бівіс назве пари 
[image: image556.wmf])

,

(

i

i

Q

P

 та 
[image: image557.wmf])

,

(

i

i

R

P

, а у останній 
[image: image558.wmf]}

,

,

,

{

669

669

669

669

669

S

R

Q

P

M

=

 – пари 
[image: image559.wmf])

,

(

669

669

Q

P

, 
[image: image560.wmf])

,

(

669

669

R

P

, 
[image: image561.wmf])

,

(

669

669

S

P

. Усього 1339 пар. 
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