Київські відбори. Розв’язки задач

1 тур

8 клас

1. а) очевидно.

б) Відповідь: так, існує, наприклад, 
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2. Відповідь: 
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 кольорів.
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Розв’язання. Очевидно, що ця кількість не менша від 
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 сторона, то вони усі та сама вершина повинні мати різні кольори. Покажемо, що 
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 кольорів цілком вистачить. Позначимо вершини 
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. Тоді фарбування робимо таким чином: сторона 
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. Далі просто переконатись, що воно задовольняє умови.

3. Розв’язання. ГМТ є об’єднання трьох відкритих відрізків від середини однієї із сторін до середини висоти, що проведена до цієї сторони. Доведемо це твердження. Очевидно, що прямокутник повинен мати дві вершини на одній стороні, а решта – по одній на інших двох сторонах. Припустимо, що вершини прямокутника розташовані так, як показано на рисунку. Відрізок 
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 повністю визначає прямокутник. Оскільки трикутник гострокутний, то 
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 перетинається з висотою 
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, яка, очевидно, є також серединою усього прямокутника. За теоремою Фалеса точка 
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 лежить на медіані 
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 лежить на медіані 
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. І навпаки, довільна задана точка на відрізку 
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 (відкритому) може бути центром відповідного прямокутника. Для цього достатньо визначити точку 
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 та перпендикуляром до відрізку 
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4. Відповідь: 
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Розв’язання. Покладемо 
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, тоді наша рівність набуває вигляду 
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 випливає, що 
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. Тому маємо остаточну рівність: 
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9 клас
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1. Розв’язання. Початок розв’язання дивись задачу № 3 за 8-й клас. Звідси випливає, що може бути лише одна точка, що визначає прямокутник. Тому це можуть бути лише прямокутники, у яких сторони лежать на різних сторонах 
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 лежать на медіанному трикутнику 
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. З очевидної подібності 
[image: image68.wmf]BAC

BKL

D

D

~
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 перетинаються в одній точці, а тому така точка існує.

2. Задача № 2 за 8-й клас. 

3. Розв’язання. Без обмеження загальності можемо вважати, що 
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, тому справа або два додатних множники, або три. Якщо два, то все очевидно. Нехай усі три множники справа додатні, тоді з нерівності між середніми маємо: 
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. Залишається перемножити останні три нерівності і одержимо шукане. 
4. Розв’язання. Припустимо від супротивного, що 
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 – просте число. Очевидно, що 
[image: image80.wmf]2

>

p

. Обчислимо остачі 
[image: image81.wmf]k

r

 при діленні числа 
[image: image82.wmf]k

x

 на 
[image: image83.wmf]p

. Оскільки там є член послідовності рівний нулеві, то починаючи з нього послідовність буде періодичною. Оскільки 
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10 клас

1. Відповідь. Варвара виграє щонайменше 
[image: image89.wmf]32

 гривні. 

Розв’язання. Вона може подвоїти найменшу відстань між двома номерами, для цього вона буде вилучати кожний другий номер, на якому досягаються найменші відстані. Оскільки вона вилучає номери 5 разів, то найменша відстань буде не менше ніж 
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. Олексій може зберегти цю найменшу відстань, оскільки йому достатньо розділити навпіл усі номери, що залишились і подивитись, де саме досягається ця найменша відстань. Після цього вилучити ту частину без середнього краю, в якій вона не досягалась. Якщо вона між цими [image: image157.wmf]c
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частинами, а бо в кожній, то можна вилучати будь-яку без середнім точок, що їх розділяють.

2. Задача № 4 за 9-й клас.
3. Відповідь: 
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, тоді без обмеження загальності розгляду будемо вважати, що 
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 задовольняє умови. Покажемо, що зменшити його не можна.
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4. Розв’язання. а) З умов задачі випливає, що 
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11 клас

1. Задача № 1 за 10-й клас.
2. Розв’язання. 
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Нехай тепер 
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 задовольняє умови. Покажемо, що зменшити його не можна.
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 для деякого додатного 
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. Зрозуміло, що якщо вибрати 
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 достатньо великим, то ліва частина стане меншою від 
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, тому покращити знайдену сталу неможливо.

4. Задача № 4 за 10-й клас.
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