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LXII Київська міська олімпіада юних математиків

Київський національний університет імені Тараса Шевченка 

Київський міський педагогічний університет імені Б.Д. Грінченка

Завдання ІІІ етапу Всеукраїнської олімпіади з математики

Умови задач
7 клас

1. Розиграш лото проводиться вибором 5 різних куль зі 100 куль, які пронумеровані таким чином – 00, 01, 02,…,99. У черговому розиграші послідовно випали 5 куль, чиї номери розташовані в порядку зростання, і в цих п’яти номерах були використані усі 10 цифр. Який найбільший номер при цьому може мати середня з п’яти куля цього розиграшу?

2. На папері в клітинку зі стороною клітинки 1 намальовано замкнену ламану, ланки якої ідуть вздовж ліній клітинок, і жодні дві ланки цієї ламаної не перетинаються. Позначимо кількість клітинок, що попали всередину цієї ламаної через 
[image: image1.wmf]N

, а довжину цієї ламаної (суму довжин усіх її ланок) 
[image: image2.wmf]M

.

а) Відомо, що число 
[image: image3.wmf]N

 – парне, чи обов’язково число 
[image: image4.wmf]M

 також парне? 

б) Відомо, що число 
[image: image5.wmf]N

 ділиться націло на 4, чи обов’язково число 
[image: image6.wmf]M

 також ділиться націло на 4?

3. Назвемо складене натуральне число 
[image: image7.wmf]n

 «дивним», якщо усі його дільники виписати в порядку зростання 
[image: image8.wmf]n
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, то кожен наступний ділиться на попередній, тобто 
[image: image9.wmf]1
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 ділиться націло на 
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 при 
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. Знайти усі «дивні» натуральні числа від 1 до 100. 

4. Два гравці по черзі фарбують рядки та стовпчики квадратної таблиці 
[image: image12.wmf]6
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. Перший фарбує в жовтий колір, другий – в блакитний. Фарбувати вже раніше зафарбований рядок чи стовпчик не можна. Усього є 6 рядків та 6 стовпчиків, таким чином кожен з гравців зробить рівно по 6 ходів. Наприкінці гри, якщо в таблиці більше зелених клітин, ніж клітин іншого кольору, то перемагає перший гравець, якщо зелених менше – то перемагає другий гравець, якщо порівну, то гра закінчується нічиєю. Хто переможе в цій грі? (Нагадаємо, що клітина має зелений колір, якщо її було пофарбовано в жовтий та блакитний колір в будь-якому порядку).

8 клас

1. На прямій зліва направо розташовані домики П’ятачка (А), Вінні-Пуха (В), Сови (С) та Віслюка Іа (І). На день народження одночасно із своїх домівок вийшли П’ятачок (з надувною кулькою), Вінні (з горщиком меду) та Сова в напрямі домівки Іа. П’ятачок дуже швидко біг, і на рівні домика Вінні в нього лопнула кулька. Він побіг назад додому, взяв іншу кульку і знову побіг до Іа. Напроти дома Сови в нього знову лопнула кулька, він знову побіг додому, взяв третю кульку і знову побіг до віслюка. Вінні йшов з горщиком меду та потроху його їв. Напроти дома Сови мед закінчився, і він повернувся за новим медом і знову пішов до Іа. Сова йшла на день народження без зупинок та пригод. Виявилось, що вони прийшли в гості одночасно. Знаючи, що дім Сови знаходиться на відстані 1,5 км від дома Іа, і що П’ятачок бігає вдвічі швидше ніж Вінні, і втричі швидше ніж Сова, знайти, на якій відстані від домика Іа знаходяться домівки П’ятачка та Вінні-Пуха.

2. Три товстуни розірвали товсту книжку на три частини. Коли кожен з них подивився на останню сторінку свого шматка, то з’ясувалося, що це були 3 трицифрових числа, в запису яких використовується дев’ять різних цифр крім нуля. Скільки сторінок щонайбільше може мати шматок книги, що був розташований посередині серед цих відірваних шматків?

3. В трапеції 
[image: image13.wmf]ABCD

 кути при основі 
[image: image14.wmf]AB

 дорівнюють – 
[image: image15.wmf]°
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. Основа 
[image: image17.wmf]H

 перпендикуляра, що опущений з вершини 
[image: image18.wmf]A

 на діагональ 
[image: image19.wmf]BD

, розташована на середній лінії 
[image: image20.wmf]MN

 трапеції, де точка 
[image: image21.wmf]M

 належить стороні 
[image: image22.wmf]AD

. Знаючи величину 
[image: image23.wmf]a

AB

=

, знайти основу 
[image: image24.wmf]CD

.

4. Розв’язати в цілих числах рівняння: 
[image: image25.wmf]3
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5. На числовій прямій задані 
[image: image26.wmf])
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 точок, що мають координати 
[image: image27.wmf])
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. Двоє гравців по черзі ставлять в будь-яку з ще незайнятих точок число «0» або число «1». Після 
[image: image28.wmf]n

пар таких ходів розглядається 
[image: image29.wmf])
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 сусідніх відрізків з вершинами в точках 
[image: image30.wmf]k

 і 
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. Якщо кінці відрізка містять однакові числа, то 1 бал одержує перший гравець, якщо різні – то другий. Кожен з гравців прагне набрати якомога більше балів.
а) Хто перемагає при правильній грі обох гравців? 

б) З якою максимальною перевагою одного з гравців може закінчитись ця гра?

9 клас

1. Розв’язати систему рівнянь: 
[image: image33.wmf]ï
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2. Розв’язати в цілих числах рівняння: 
[image: image34.wmf]4
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3. На прямій послідовно задані 4 точки – 
[image: image35.wmf]W
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, які є точками перетину бісектриси 
[image: image36.wmf]AL

 трикутника 
[image: image37.wmf]ABC

 з описаним та вписаним колом. Знаючи лише ці точки, побудувати трикутник 
[image: image38.wmf]ABC

.

4. Для додатних чисел 
[image: image39.wmf]b
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 довести нерівність: 
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5. На колі послідовно розташовані вершини 
[image: image41.wmf])
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-кутника. Двоє гравців по черзі ставлять в будь-яку з ще незайнятих вершин число «0» або число «1». Наприкінці гри після 
[image: image42.wmf]n

пар таких ходів розглядається 
[image: image43.wmf])
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 хорд, що з’єднують сусідні точки – сторони цього 
[image: image44.wmf])
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-кутника. Якщо кінці відрізка містять однакові числа, то 1 бал одержує перший гравець, якщо різні – то другий. Кожен з гравців прагне набрати якомога більше балів.
а) Хто перемагає при правильній грі обох гравців?

б) З якою максимальною перевагою одного з гравців може закінчитись ця гра?

10 клас

1. Розв’язати рівняння: 
[image: image45.wmf])
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2. Назвемо натуральне число 
[image: image46.wmf]n

 «дивним», якщо воно кратне 4 та задовольняє умову – має парну кількість дільників, і коли всі дільники числа виписати в порядку зростання 
[image: image47.wmf]n
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, то кожен наступний дільник з парним номером ділиться на попередній, тобто 
[image: image48.wmf]j
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 ділиться націло на 
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. Знайти усі «дивні» натуральні числа від 1 до 500.

3. На площині задано точки – 
[image: image51.wmf]Q
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, які є точками перетину бісектриси 
[image: image52.wmf]AL

 деякого трикутника 
[image: image53.wmf]ABC

 з вписаним колом, а також точка 
[image: image54.wmf]W

 – перетин бісектриси 
[image: image55.wmf]AL

 з описаним колом, що відмінна від вершини 
[image: image56.wmf]A

. 

а) Знайти геометричне місце можливого розташування вершини 
[image: image57.wmf]A

 трикутника 
[image: image58.wmf]ABC

.

б) Знайти геометричне місце можливого розташування вершини 
[image: image59.wmf]B

 трикутника 
[image: image60.wmf]ABC

.

4. Нехай 
[image: image61.wmf]n
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 – зростаюча арифметична прогресія з додатними членами. Доведіть нерівність 
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[image: image475.wmf]D

5. Задано каркас 
[image: image63.wmf]n
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 з проволоки. При яких натуральних значеннях 
[image: image64.wmf]n

 його можна розрізати на цілу кількість фігурок типу «Т», у яких довжина відрізку АВ=2, а СЕ=1?

[image: image476.wmf]F


11 клас

1. Знайти розв’язки системи: 
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2. Для додатних чисел 
[image: image66.wmf]b
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 довести нерівність: 
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3. Для заданого натурального числа 
[image: image68.wmf]n

 розглянемо послідовність символів 
[image: image69.wmf]}

{

i

x

, що задовольняє наступні умови:


І) в цій послідовності є щонайбільше 
[image: image70.wmf]n

 різних символів;


ІІ) немає послідовних однакових символів;


ІІІ) немає підпослідовності виду 
[image: image71.wmf]abab

, тобто не існує таких натуральних 
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Наприклад, для 
[image: image75.wmf]5
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 послідовність з 7 символів 
[image: image76.wmf]abacade

 умови задовольняє, а послідовність з 8 символів 
[image: image77.wmf]abcadaec

 – не задовольняє, оскільки 
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Визначити, яку найбільшу кількість символів може містити така послідовність?

4. Знайти усі функції 
[image: image80.wmf]R
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 такі, що для усіх дійсних 
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 виконується рівність:
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5. На площині відмічено точки 
[image: image83.wmf]A

 і 
[image: image84.wmf]P

. Розглянемо усі такі точки 
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 цієї площини, що 
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 – середина відрізка 
[image: image89.wmf]BC

. Доведіть, що усі описані кола навколо трикутника 
[image: image90.wmf]ABC

 для різних точок 
[image: image91.wmf]B

 і 
[image: image92.wmf]C

 проходять через деяку фіксовану точку, відмінну від точки 
[image: image93.wmf]A

.
Розв’язки задач
7 клас

1. Оскільки були використані усі цифри по 1 разу, то першою цифрою середньої кулі не може бути 9 та 8, бо інакше не існувало б двох куль з більшими номерами, що задовольняють умови задачі. Таким чином, найбільшою першою цифрою може бути 7. Тоді 8 і 9 були задіяні в якості перших цифр двох останніх куль. Таким чином найбільшим може бути номер 76. це дійсно можливо, якщо, наприклад, випали кулі з такими номерами: 40, 51, 76, 82, 93.

Відповідь: 76. 

[image: image477.wmf]L

2. а) Тут відповідь позитивна. Розглянемо будь-яку вершину цієї ламаної. Окремо додамо горизонтальні та вертикальні ланки цієї ламаної. Для вертикальних – рівно стільки на скільки від цієї вершини ламана підніметься нагору, на стільки ж вона повинна спуститись наниз. Тобто, кожному одиничному відрізку, що при певному обході цієї ламаної направлений вгору відповідає відрізок, що направлений донизу. Таким чином їх парна кількість. Аналогічно для горизонтальних відрізків. 

б) Відповідь негативна, для чого можна навести простий приклад: тут 
[image: image94.wmf]4
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Відповідь: а) – так; б) – ні.
3. Припустимо, що у числа є принаймні два різних простих дільника. Позначимо два найменших з них через 
[image: image96.wmf]q
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[image: image98.wmf]q

  також дільник, то він в цьому списку має якесь місце, наприклад, 
[image: image99.wmf]q
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, але тоді він не може ділитись на попередній до нього, оскільки він має лише 2 дільники – 
[image: image101.wmf]1

 і 
[image: image102.wmf]q

, але вони не можуть передувати 
[image: image103.wmf]q
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. Таким чином умова порушена. Звідси витікає, що умову задачі задовольняють лише ті складені числа, що мають лише один простий дільник, а це, очевидно, лише степені простих чисел, неважно тепер виписати їх усі:

Відповідь: 4, 8, 16, 32, 64, 9, 27, 81, 25, 49. 

4. Усього можливі 4 принципових варіанти – другий міг пофарбувати 3 стовпчики і 3 рядки, 4 стовпчики і 2 рядки, 5 стовпчиків і 1 рядок, або ж усі 6 стовпчиків. Решта варіантів зводяться до одного з наведених поворотом квадрата на 
[image: image104.wmf]°

90

. В кожному з цих варіантів легко обчислити кількість зелених клітин. При фарбуванні 3+3 маємо 18 зелених клітин та 18 іншого кольору, при другому варіанті 4+2 є вже 20 зелених, при фарбуванні 5+1 маємо 26 зелених, і при 6+0 усі 36 клітин стануть зеленими. Таким чином другий повинен притримуватись стратегії, при якій він пофарбує 3 рядки та 3 стовпчики. Цього легко досягти, йому достатньо фарбувати, той варіант (рядок чи стовпчик), що своїм останнім ходом фарбував перший. Таким чином він завжди пофарбує кожного напряму однаково з першим, а тому спрацює як раз варіант 3+3, а тому гра закінчиться внічию. 

8 клас

1. Позначимо швидкості Сови – 
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Відповідь: Вінні-Пух на відстані 1750м від Іа, П’ятачок на відстані 2200м.
[image: image478.wmf]K

2. З умов задачі стає зрозумілим, що усі ці три числа повинні закінчуватись на парну цифру, оскільки шматки книжки інакше розірвати неможна. Покажемо, що найбільшим другий шматок буде лише при умові, що перший починається з цифри 1, другий – з цифри 8, останній починається з цифри 9. Будь-який інший варіант буде мати меншу різницю, оскільки перші цифри можуть бути лише такими. Другий може мати щонайбільше першу цифру 8 (оскільки є ще один шматок після нього, який повинен мати більшу першу цифру. Таким чином залишились лише 3 парні цифри – 2, 4, 6, які повинні бути останніми в шматках, а цифри 3, 5, 7 – середніми. Залишається невеликий перебір, щоб знайти шуканий розв’язок. треба, щоб різниця між кінцевою цифрою другого шматка та першого була найбільшою. Зробимо перше число найменшим – 132, друге число – найбільшим – 876, тоді останнє число дорівнює – 954. 


Відповідь: 744 сторінки.
3. Проведемо відрізок 
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, нехай він перетинає середню лінію в точці 
[image: image119.wmf]F

, продовжимо бічні сторони до перетину в точці 
[image: image120.wmf]K

. З умов задачі зрозуміло, що 
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 поділяється середньою лінією на дві рівні частини, тому 
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 – середина 
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, а тому 
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 є медіаною 
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, крім того вона є висотою за умовою задачі. Таким чином цей трикутник – рівнобедрений, а тому 
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 є бісектрисою, тобто 
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 маємо, що 
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 – правильний. За побудовою рівними є такі трикутники – 
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. Перші два – очевидно, їх кути рівні, крім того є спільна гіпотенуза. Два останні трикутники рівні, оскільки у них рівні кути, а також менші катети співпадають: 
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Відповідь: 
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4. а) Усього розігрується 
[image: image141.wmf])
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 бал за кількістю відрізків. Покажемо, що завжди перемагає другий гравець. Кожним своїм ходом він може грати таким чином, щоб набирати 1 бал, а тому наприкінці гри в нього буде щонайменше 
[image: image142.wmf]n

 балів, що більше від половини усіх можливих балів.
б) Покажемо, що більшої переваги другий дістати не може. Кожним своїм ходом, починаючи з другого перший може ходити таким чином, щоб одержувати принаймні 1 відрізок з рівними кінцями, тобто заробляти 1 бал, за всю гру він заробить принаймні 
[image: image143.wmf])
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 бал, а тому другий може набрати максимум на 1 бал більше. 


Відповідь: перемагає другий з перевагою в 1 бал. 
5. Доведемо, що це рівняння має лише нульовий розв’язок. Нехай серед усіх ненульових розв’язків ми вибрали 
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Оскільки за модулем 7 куб цілого числа може дорівнювати лише 
[image: image146.wmf]6

,

1

,

0

, то ліва частина наведеного рівняння може приймати лише значення 
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. Тобто, ми маємо що цілі числа 
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 також задовольняють початкове рівняння, але у них сума 
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, що суперечить вибору 
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. Таким чином ненульових розв’язків не існує. 


Відповідь: єдиний розв’язок (0,0,0).

9 клас

1. Додамо ці рівняння і одержимо, що 
[image: image160.wmf](
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, тепер додамо перше, третє та п’яте рівняння і будемо мати: 
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 далі послідовно знаходимо: 
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Відповідь: розв’язок (0,-3,1,-2,2,-1,3).

2. Доведемо, що це рівняння має лише нульовий розв’язок. Нехай серед усіх ненульових розв’язків ми вибрали 
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, у якого мінімальне значення має вираз: 
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Оскільки за модулем 5 четверта степінь цілого числа може дорівнювати лише 
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, то ліва частина наведеного рівняння може приймати лише значення 
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. Тобто рівність можлива лише у випадку, коли 
[image: image181.wmf])

5

(mod

0

0

0

º

º

z

x

, позначимо 
[image: image182.wmf]1

0

5

x

x

=

, 
[image: image183.wmf]1

0

5

z

z

=

. Тоді рівність можна переписати у вигляді 
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. Звідки 
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. Тобто, ми маємо що цілі числа 
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 також задовольняють початкове рівняння, але у них сума 
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, що суперечить вибору 
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. Таким чином ненульових розв’язків не існує. 


Відповідь: єдиний розв’язок (0,0,0).
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3. Зрозуміло, що нам заданий 
[image: image192.wmf]PQ

 – діаметр вписаного кола, а тому ми можемо побудувати вписане коло, а також дві дотичні до цього кола, на яких повинні бути розташованими вершини 
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 і 
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 цього трикутника. За теоремою про «тризуб» 
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, а тому далі достатньо побудувати коло з центром в точці 
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 та радіусом 
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 – середина відрізку 
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) та знайти їх перетини з побудованими дотичними. Це й будуть шукані точки 
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. Серед можливих варіантів треба, щоб виконувалась умова пряма 
[image: image201.wmf]BC

 – дотична до вписаного кола. 

4. З нерівності між середніми маємо:
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5. а), б) Насправді, тут більш цікавими та змістовними є випадки парності 
[image: image203.wmf]n

. Якщо 
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, то гра закінчиться внічию. Очевидно, що перший перемогти не може, бо другому достатньо просто кожним своїм ходом набирати принаймні 1 бал. Але й перший кожним своїм ходом просто набирає 1 бал. Таким чином, у першого буде принаймні 
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. Але гра не може закінчитись з результатом 
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 на користь другого, оскільки він перемагає при переміні знаку на відрізку (0-1, або 1-0), але якщо почати, наприклад, з 0, то перемін знаку може бути лише парна кількість, оскільки вони повинні нулем і закінчитись. Тобто другий завжди набирає парну кількість балів, таким чином гра закінчиться внічию. Якщо 
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, то тут достатньо розбити усі точки на 
[image: image209.wmf]n
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 пар. Після ходу першого в якусь пару, другий ставить в ту ж саму пару протилежне число. Таким чином другий набере 
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 бал. Але перший не може набрати стільки ж, оскільки його бали виникають лише при рівних на кінцях відрізках. В нас є 
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 пара точок, з різними кінцями. Якщо припустити, що вони межують з відрізками з однаковими кінцями, то відрізки повинні йти таким чином (починаючи з якоїсь точки) – 01-10-01-…, але тоді останнім не може бути 10, бо усього таких відрізків непарна кількість. Таким чином, хоч в одному місці порушена така відповідність і перший не набере половину балів, а тому програє з перевагою в 2 бали. 

Відповідь: при парному 
[image: image212.wmf]n

 – нічия, при непарному 
[image: image213.wmf]n

 перемагає другий з перевагою в 2 бали. 

10 клас
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Відповідь: 
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2. Розглянемо розклад числа на прості дільники і нехай 
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 – максимальна степінь числа 2, на яке воно ділиться. Зрозуміло, що 
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. Вони повинні йти поспіль, оскільки між ними не може з’явитись жодний інший дільник. Якщо припустити, що перший дільник, що попадає в ряд між цими числами буде деяке просте число 
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. Яке число може йти наступним дільником? Воно повинно за умовою ділитись націло на 
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Розглянемо такі випадки. 


1) 
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, то це квадрат цілого числа і має непарну кількість дільників, що суперечить умові задачі. Якщо у нього є непарні прості дільники, то з вищенаведених міркувань, після усіх степенів двійки повинно йти деяке число 
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 – зрозуміло, що інших простих дільників немає, бо він повинен бути більшим за 
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Відповідь: 128, 32, 8, 88, 104, 136, 152, 184, 232, 248, 296, 328, 344, 376, 424, 472, 488.

3. Зрозуміло, що нам заданий 
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 – діаметр вписаного кола, а тому ми можемо побудувати вписане коло 
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Звідси вже можна зробити відповідні висновки. Якщо до кола 
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2) будуємо коло 
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3) будуємо спільну зовнішню дотичні до цих кіл, вона перетинає пряму 
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4) проводимо дві дотичні до кола 
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Відповідь: шукані ГМТ такі: а) для точки 
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4. Застосуємо нерівність Коші-Буняковського: 
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 що й треба було довести. 

5. Якщо обчислити кількість одиничних ланок в усьому каркасі, то їх усього 
[image: image339.wmf])

1

(

2

+

n

n

, у заданій фігурці «Т» таких ланки «3», тобто повинна виконуватись умова 
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 ділиться націло на 3. Крім того, зрозуміло, що зовнішній периметр каркасу може бути заповненим лише довгими відрізками букви «Т», які мають довжину «2», тому також повинна виконуватись умова 
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Покажемо, що за таких умов дійсно можна каркас розрізати на цілу кількість запропонованих фігурок. На рисунку зображений перехід від заповнення квадрату 
[image: image345.wmf]n

n

´

 до заповнення квадрату 
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Відповідь: можна розрізати при що 
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11 клас

1. Запропонована система рівносильна такій: 
[image: image354.wmf]î

í

ì

£

-

-

<

-

0

50

8

0

17

2

2

4

x

x

x

x

 
[image: image355.wmf]Þ

 
[image: image356.wmf](

)

(

)

[

]

î

í

ì

+

-

Î

-

Î

66

4

,

66

4

17

,

0

0

,

17

x

x

U

. Покажемо, що 
[image: image357.wmf]17

66

4

-

<

-

 
[image: image358.wmf]Û

 
[image: image359.wmf]66

17

4

<

+

 
[image: image360.wmf]Û

 
[image: image361.wmf]66

17

8

33

<

+

 
[image: image362.wmf]Û

 
[image: image363.wmf]33

17

8

<

 
[image: image364.wmf]Û

 
[image: image365.wmf]1089

1088

<

. Таким чином, якщо перетнути наведені проміжки, одержимо шукану відповідь:
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2. 
З нерівності між середніми маємо:
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3. Індукцією за 
[image: image368.wmf]n

 можна довести, що за умови І) у послідовності довжини 
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 завжди знайдеться підпослідовність виду 
[image: image370.wmf]abab

, або ж пара рівних сусідніх елементів. Для 
[image: image371.wmf]1

=

n

 твердження очевидно вірне. Нехай 
[image: image372.wmf]1

>

n

 і виконується умова ІІ). Розглянемо випадки, коли є символ, що зустрічається в послідовності 
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 символів, виконується умова ІІ), і в новій послідовності – не менше 
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 символів. Отже, знайдеться підпослідовність виду 
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Таким чином ця функція непарна. Далі розглядаємо лише додатні аргументи функції. 

Далі з попереднього співвідношення 
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Піднесемо (2) до квадрату і маємо: 
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Таким чином функція 
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 при додатних аргументах додатна. Нехай 
[image: image421.wmf]0

,

2

1

>

t

t

. Якщо 
[image: image422.wmf])

(

)

(

2

1

t

f

t

f

=

 
[image: image423.wmf]Þ

 
[image: image424.wmf])

(

)

(

2

2

1

2

t

f

t

f

=

 
[image: image425.wmf]Þ

 
[image: image426.wmf](

)

(

)

)

(

)

(

2

2

1

2

t

f

f

t

f

f

=

 
[image: image427.wmf]Þ

 з умови (2) маємо 
[image: image428.wmf]2

2

2

1

t

t

=

 
[image: image429.wmf]Þ

 
[image: image430.wmf]2

1

t

t

=

. Таким чином – це ін’єкція. 


При 
[image: image431.wmf]0

>

=

x

y

 
[image: image432.wmf](

)

2

2

2

)

(

)

(

x

x

xf

x

f

x

f

-

=

-

 
[image: image433.wmf]Þ

 якщо 
[image: image434.wmf])

(

x

f

x

>

, то 


[image: image435.wmf](

)

(

)

(

)

0

)

)

(

(

)

(

)

(

0

<

-

=

+

-

<

x

x

f

x

x

f

x

x

f

x

f

 – суперечність, аналогічно інший випадок, тому 
[image: image436.wmf]R

x

Î

"

 
[image: image437.wmf]x

x

f

=

)

(

.
Відповідь: 
[image: image438.wmf]x

x

f

=

)

(

.
[image: image483.wmf]B

[image: image484.wmf]A

5. Позначимо рівні кути 
[image: image439.wmf]g

=

Ð

=

Ð

MAC

ACP

 та 
[image: image440.wmf]b

=

Ð

=

Ð

MAB

ABP

. Тоді 
[image: image441.wmf]MAC

ABM

S

S

=

 
[image: image442.wmf]Þ

 
[image: image443.wmf]b

g

sin

sin

AB

AC

=

. Далі з теореми синусів маємо 
[image: image444.wmf]APC

AC

AP

Ð

=

sin

sin

g

, 
[image: image445.wmf]APB

AB

AP

Ð

=

sin

sin

b

 
[image: image446.wmf]Þ

 
[image: image447.wmf]APC

APB

AB

AC

Ð

Ð

=

sin

sin

sin

sin

g

b

 
[image: image448.wmf]Þ

 
[image: image449.wmf]=

Ð

APB

 
[image: image450.wmf]j

=

Ð

=

APC

. Тоді 
[image: image451.wmf]=

+

=

Ð

=

g

b

a

BAC

 
[image: image452.wmf]g

j

p

b

j

p

-

-

+

-

-

=

 
[image: image453.wmf]Þ

 
[image: image454.wmf]a

p

j

-

=

. Отже 
[image: image455.wmf]MAC

BAP

Ð

=

=

-

=

-

-

-

=

Ð

g

b

a

a

p

b

p

)

(

 і 
[image: image456.wmf]BAM

PAC

Ð

=

=

-

+

-

=

Ð

b

g

a

p

p

. 
Нехай 
[image: image457.wmf]K

w

AP

=

I

, 
[image: image458.wmf]L

w

BP

=

I

. Зазначимо, що 
[image: image459.wmf]ABP

D

~
[image: image460.wmf]CPA

D

 
[image: image461.wmf]Þ

 
[image: image462.wmf]PC

BP

AP

×

=

2

. Також маємо, що 
[image: image463.wmf]=

+

=

-

-

-

=

Ð

)

(

2

)

(

2

2

g

b

g

b

p

p

BPC



 EMBED Equation.3  [image: image464.wmf]a

2

=

 
[image: image465.wmf]Þ

 
[image: image466.wmf]-

Ð

-

=

Ð

BLC

PCL

p

 
[image: image467.wmf]a

a

p

a

p

=

-

-

-

=

Ð

-

)

2

(

CPL

, тобто 
[image: image468.wmf]PCL

D

 – рівнобедрений і 
[image: image469.wmf]PC

PL

=

. Тому 
[image: image470.wmf]=

×

=

×

=

×

PC

BP

PL

BP

PK

AP

 
[image: image471.wmf]2

AP

=

 
[image: image472.wmf]Þ

 
[image: image473.wmf]PK

AP

=

, таким чином точка 
[image: image474.wmf]K

 – шукана. 
Задачі запропонували:

Клурман Олексій (9.4, 11.2, 11.4, 11.5); 
Анікушин Андрій (10.4); Петровський Дмитро (10.5); Рибак Олександр (11.3).

Решта – фольклор. 
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