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XLVІI Всеукраїнська олімпіада юних математиків

Вказівки до розв’язання задач

Перший день

8 клас

8.1. Розв’яжіть систему рівнянь: 
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З другого рівняння 
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, тому 
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, тобто умова 
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 приводить до суперечності. Таким чином 
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. Тоді з першого рівняння 
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. Перевіркою переконуємось, що пара 
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 задовольняє систему, а пара 
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Відповідь: 
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8.2. На шахівниці 
[image: image15.wmf]8
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 в лівому нижньому куті стоїть тура. Двоє гравців ходять по черзі. Перший за один хід пересуває туру на будь-яку кількість клітинок по вертикалі вгору чи вниз, а другий – по горизонталі вправо чи вліво. Якщо під час гри тура перетнула клітину (зупинялась на ній або проходила вздовж), то ще раз перетинати таку клітину забороняється. Програє той, хто не може зробити черговий хід. Хто виграє у цій грі?

Доведемо, що перший завжди виграє завдяки такій стратегії: кожним своїм ходом він ходить до кінця тієї вертикалі, де стоїть фішка, без порушень правил, тобто не перетинаючи ті поля, на яких фішка вже побувала. Це він робить кожного ходу.[image: image334.wmf]F

 Тоді другий гравець вже не зможе перетнути ту вертикаль, де фішка вже побувала, оскільки перший гравець так би мовити своїм ходом виключає цю вертикаль з гри. Другий гравець може зробити щонайбільше 7 ходів (усього 8 вертикалей, але ліва з них виключається з гри відразу після ходу першого). Але своїми ходами другий гравець може зменшити кількість вільних клітин на вертикалі максимум на 1, тому на своєму другому ході перший має вертикаль, на якій 7 вільних клітин. І цю перевагу принаймні в одну клітину (один хід) він зможе зберегти до кінця гри.

Відповідь: перемагає перший гравець.
8.3 У рівнобедреному трикутнику 
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 вибрані точки 
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 відповідно. Виявилось, що відрізок 
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 перпендикулярний до сторони 
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 і дорівнює половині сторони 
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. Доведіть, що 
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Кути при основі 
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 заданого рівнобедреного трикутника 
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 дорівнюють по 
[image: image29.wmf]°

70

. Виберемо на стороні 
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, тобто 
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 – рівнобедрений, тому 
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. Опустимо перпендикуляр 
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 на сторону 
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. Тоді трикутник 
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 – прямокутний з кутом 
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. Це означає, що точки 
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 відповідно співпадають з точками 
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8.4. Позначимо через 
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 кількість натуральних дільників числа 
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. Знайдіть усі пари натуральних чисел 
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, які задовольняють рівняння:
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Розглянемо це рівняння за модулем 
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: квадрат цілого числа за цим модулем дорівнює 
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 або 
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. Права частина може приймати лише значення 
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 або 
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, тому рівність можлива лише при умові, що 
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. Але це означає, що кожне з чисел 
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 – непарне. Відомо, що непарну кількість дільників має лише квадрат дійсного числа. Усі дільники числа, яке не є квадратом, розбиваються на різні пари дільників, добуток яких в кожній парі дорівнює цьому числу. Таким чином їх загальна кількість парна. Таким чином ми маємо, що числа 
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 є квадратами цілих чисел. Оскільки 
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то число 
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 може бути квадратом лише, якщо 
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. Тому з початкової рівності знайдемо: 
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. Але один дільник має єдине натуральне число 
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Відповідь: 
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9 клас

9.1. При яких дійсних значеннях параметра 
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 нерівність
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виконується при всіх дійсних значеннях 
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Безпосередньою перевіркою, переконуємось, що значення 
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 умову не задовольняють. Нехай тепер 
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, тобто в дужках записані квадратні тричлени. В них однакові дискримінанти: 
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. Тоді потрібні умови виконуються, якщо 
1) 
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 та параболи мають однакові корені. З цієї умови витікає, що вершини парабол співпадають, тому 
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 не задовольняє умову 2); а про значення 
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 перевіркою переконуємось, що воно задовольняє умови задачі.
Відповідь: 
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9.2. На прямокутній клітчастій дошці в лівому нижньому куті стоїть тура. Двоє гравців ходять по черзі. Перший за один хід пересуває туру на будь-яку кількість клітинок по вертикалі вгору чи вниз, а другий – по горизонталі вправо чи вліво. Якщо під час гри тура перетнула клітину (зупинялась на ній або проходила вздовж), то ще раз перетинати таку клітину забороняється. Програє той, хто не може зробити черговий хід. Хто виграє у цій грі, якщо дошка має розміри

а) 
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б) 
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 (2006 клітин по вертикалі)?


а) Доведемо, що перший завжди виграє завдяки такій стратегії: кожним своїм ходом він ходить до кінця тієї вертикалі, де стоїть фішка, без порушень правил, тобто не перетинаючи ті поля, на яких фішка вже побувала. Це він робить кожного ходу. Тоді другий гравець вже не зможе перетнути ту вертикаль, де фішка вже побувала, оскільки перший гравець так би мовити своїм ходом виключає цю вертикаль з гри. Другий гравець може зробити щонайбільше 2006 ходів (усього 2007 вертикалей, але ліва з них виключається з гри відразу після ходу першого). Але своїми ходами другий гравець може зменшити кількість вільних клітин на вертикалі максимум на 1, тому на своєму другому ході перший має вертикаль, на якій 2006 вільних клітин. І цю перевагу принаймні в одну клітину (один хід) він зможе зберегти до кінця гри.


б) Після будь-якого ходу першого другий ходить до кінця тієї горизонталі, де стоїть фішка. Так само як в попередньому пункті, другий завжди має на 1 клітину більше від першого, а тому виграє. 


Відповідь: а) перемагає перший гравець; б) перемагає другий гравець.
9.3. Знайдіть усі пари натуральних чисел 
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Перепишемо задане рівняння у такому вигляді: 
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 права частина останньої рівності від’ємна, тому 
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, звідки випливає умова 
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Після спрощень маємо: 
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 невірна, що легко доводиться методом математичної індукції. 
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Залишається перевірити 
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При 
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Відповідь: 
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9.4. Усередині трикутника 
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. Знайдіть довжину відрізка 
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Побудуємо точки 
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 лежать на одній прямій, оскільки кут 
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 – рівнобедрений з кутом 
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Відповідь: 
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10 клас

10.1. Дивись задачу 9.1. 
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10.2. У гострокутному трикутнику 
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Відповідь: 
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10.3. На клітчастій дошці розміром 
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Покажемо, що першій завжди виграє завдяки симетричній стратегії, але для цього він повинен намалювати першім таку ламану, як зображена на рисунку.

Доволі легко переконатися, що площа багатокутника, який складається з двох трикутників як раз складає 1, а тому цілком задовольняє умови. Інші ламані можна малювати лише по різні боки від цієї, я між ними – неможливо, а тому симетрична стратегія цілком спрацьовує.

Відповідь: виграє перший гравець.
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 задовольняють рівняння:

[image: image186.wmf](

)

(

)

1

)

(

1

)

(

)

1

(

)

(

+

+

=

-

+

+

y

f

x

f

xy

f

y

x

f

,

якщо множина 
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 є множиною:


а) цілих чисел;


б) раціональних чисел.
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Припустимо, що 
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Покладемо в (3) спочатку 
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Різниця (4) і (3) дає для будь-яких дійсних 
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 виконується рівність 
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Методом математичної індукції доведемо, що для будь-яких натуральних 
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База випливає з (4). Зробимо індукційний перехід: замінимо в рівності (6) 
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Аналогічно доводиться рівність 
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Покладемо в (6) та (7) 
[image: image215.wmf]0

=

x

. Тоді для всіх цілих 
[image: image216.wmf]n



[image: image217.wmf](

)

2

n

n

f

=

.





(8)
Покладемо в (1) 
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Покладемо в (1) 
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Додамо (9) і (10):
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Замінимо в (10) 
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враховуючи (8), маємо:
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Отже, для всіх 
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Відповідь: 
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11 клас

11.1. Фігура на координатній площині задана рівнянням:
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Довести, що ця фігура центр симетрії і знайти його координати.
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Що й треба було довести.

Відповідь: координати центра симетрії фігури 
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11.2. Дивись задачу 10.3.
11.3. Нехай 
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Додамо усі ці рівності при 
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Аналогічно з рівностей 
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При парних 
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 додамо рівності (1) і (2): 
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Оскільки ця рівність справджується  при усіх натуральних 
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При довільному парному 
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Послідовно підставляючи в (3) значення 
[image: image266.wmf],...

6

,

4

,

2

=

k

 дістаємо 
[image: image267.wmf](

)

(

)

(

)

0

,

0

,

0

2

1

6

2

1

4

2

1

2

=

-

=

-

=

-

P

P

P

,…, отже 
[image: image268.wmf](

)

0

2

1

2008

=

-

P



Відповідь: 
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Розглянемо функцію 
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Для цілих та невід’ємних 
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11.4. Знайти усі функції 
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Безпосередньою перевіркою переконуємось, що функція 
[image: image298.wmf]0

)

(

º

x

f

 задовольняє умови задачі. Далі будемо шукати такі функції, для яких існує 
[image: image299.wmf]R

x

Î

0

, для якого 
[image: image300.wmf](

)

0

0

¹

x

f

.


Підставимо в умову 1) 
[image: image301.wmf]0

=

x

 і одержимо: 


[image: image302.wmf](

)

)

0

(

)

0

(

f

y

f

f

=

.








(1)
Якщо 
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Підставимо тепер в умову 1) 
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Сюди підставимо 
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Припустимо, що існує таке число 
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яка повинна виконуватись для усіх дійсних 
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Підставимо тепер в умову 1) 
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Якщо існує принаймні одне значення 
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Перевіркою переконуємось, що ця функція задовольняє умови.


Відповідь: 
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