Відбори на Міжнародну математичну олімпіаду юних математиків
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1. Для чисел 
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 та задовольняють умову 
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, довести нерівність: 
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2. У трапеції 
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 з основами 
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 кут між діагоналями прямий. Всередині 
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 існує така точка 
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, відмінна від точки перетину діагоналей, що 
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. Нехай 
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 – точка перетину бісектрис кутів 
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 – точка перетину бісектрис кутів 
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3. 
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 – такі натуральні числа, що задовольняють умову: 
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. Доведіть, що існує многочлен 
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 з коефіцієнтами 
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4. Знайти усі такі функції 
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, що для будь-яких раціональних 
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 справджується рівність: 
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5. В гострокутному трикутнику 
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 висоти 
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 перетинають описане коло в точках 
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 відповідно. На прямих 
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 і 
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 обрано точки 
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 та 
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 відповідно таким чином, що пряма 
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 паралельна прямій 
[image: image34.wmf]BC

 і пряма 
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 паралельна прямій 
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. Нехай 
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 – середина відрізку 
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. Знайти кут 
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6. Назвемо просте число 
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 «кубічним», якщо кожне ціле число можна подати у вигляді 
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 також цілі числа. Знайти усі «кубічні» прості числа. 
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7. Є 25 людей, кожні двоє з яких спілкуються деякою мовою. Причому будь-які двоє людей спілкуються між собою тільки однією мовою, навіть якщо вони знають і інші спільні мови. Відомо, що серед будь-яких трьох людей знайдеться принаймні одна людина, яка спілкується з двома іншими з цих трьох однією й тією ж самою мовою. Доведіть, що знайдеться людина, яка спілкується однією й тією ж самою мовою з деякими 10 іншими людьми.
8. Нехай многочлен 
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 з дійсними коефіцієнтами має локальний максимум 
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 та абсолютний мінімум 
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. Довести, що 
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9. Точки 
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 обрані на сторонах 
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 трикутника 
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 відповідно. Кола, що описані навколо трикутників 
[image: image51.wmf]1

1

C

AB

, 
[image: image52.wmf]1

1

A

BC

, 
[image: image53.wmf]1

1

B

CA

 перетинають описане навколо трикутника 
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 коло в точках 
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 є симетричними точкам 
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 відповідно. Довести, що трикутники 
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10. Для яких натуральних 
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 гострокутний трикутник 
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 з кутом 
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 можна розбити на 
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 вписаних чотирикутників таких, що радіуси описаних навколо них кіл утворюють геометричну прогресію? 
11. Є 
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, розташованих в ряд, кожна з яких може бути в одному з двох станів – «вкл» або «викл». Кожної секунди лампи одночасно змінюють свій стан за такими правилами:
– якщо лампа 
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 та її сусіди (при 
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 лампа має рівно одного сусіда, при інших – двох) знаходяться в однаковому стані, то вона приймає стан «викл»;

– інакше вона приймає стан «вкл».

В початковому положенні усі лампи знаходяться в стані «викл», окрім самої лівої лампи, яка має стан «вкл».

а) Довести, що існує нескінченно багато таких натуральних 
[image: image70.wmf]n

, для яких усі лампи будуть з часом у стані «викл».

б) Довести, що існує нескінченно багато таких натуральних 
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, для яких лампи не будуть усі одночасно в положенні «викл» ні в який момент часу.
12. Довести, що існує нескінченно багато таких натуральних чисел 
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, що усі прості дільники числа 
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