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Розв’язки завдань в усіх класах
6 клас

1. У родині четверо дітей, їм 5, 8, 13 і 15 років, а звуть їх Таня, Юра, Світлана та Олена. Одна дівчинка ходить у дитячий садок, Таня старше, ніж Юра, а сума років Тані і Світлани ділиться на 3. З’ясувати, скільки років кожній дитині. Відповідь обґрунтувати. 
[image: image276.wmf]K

Розв’язання. Оскільки у дитячий садок ходить дівчинка, те це точно не Юра, якому не менш 8, тому що Таня старше Юри, їй 13 або 15, а так як сума років Тані та Світлани ділиться на 3, те це тільки 13, адже 15 у сумі з будь-яким іншим віком не ділиться на три. Отже, Тані - 13 років. Оскільки Таня старше Юри, а йому не менш 8, то Юрі 8 років. Тепер, сума віків Тані та Світлани ділиться на три, Тані 13, а Світлані 5 або 15, друге не підходить, а значить Світлані 5 років. Залишається Олена - їй 15 років.

Відповідь: Світлані 5 років, Юрі 8 років, Тані 13 років, Олені 15 років.
2. На мапі кожна з чотирьох країн має форму трикутника. Як можуть бути розташовані ці країни, якщо в кожної з них є спільний кордон з трьома іншими? Зробити малюнок.

Відповідь: один з можливих розв’язків зображений на рисунку.
3. Квадрат деякого натурального числа записується цифрами 0, 2, 3, 5 (кожна цифра входить до запису квадрата числа тільки один раз). Знайти це число.

Розв’язання: Квадрат жодного натурального числа не закінчується цифрами 2 і 3. Одним нулем квадрат числа теж закінчуватися не може. Отже, дане число закінчується цифрою 5. Квадрати чисел, запис яких  закінчується цифрою 5, мають в записі дві останні цифри 25. Нулем число починатися не може, отже перша цифра 3. Тоді друга – нуль. Дане число – 
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Відповідь: 3025.

4. Михайлик і Віталій купили по одній коробці чаю у пакетиках. Відомо, що одного пакетика вистачає на дві або три чашки чаю. Михайликові коробки вистачило тільки на 41 чашку, а Віталію – на 58. Скільки пакетиків було в коробці? Відповідь обґрунтувати.
Розв’язання. Михайлик не міг використати більше ніж 20 пакетиків чаю, бо інакше він випив би не менше 
[image: image2.wmf]42
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 чашок. Віталій не міг використати менше ніж 20 пакетиків чаю, бо інакше він випив би не більше 
[image: image3.wmf]57
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 чашок. Таким чином, у коробці 20 пакетиків чаю. Розв’язання було б не повним, якби ми не вказали спосіб випити 41 і 58 чашок чаю, виходячи із 20 пакетиків. Так, Михайлик 19 разів заварив пакетик на 2 чашки чаю і 1 раз – на 3. Віталій 18 разів заварив пакетик на 3 чашки і двічі – на 2.

Відповідь: 20 пакетиків.

7 клас

1. У Лесі були заощаджені декілька гривень. На її день народження тато і мати (кожний) подарували їй таку саму кількість грошей, що в неї були заощаджені, а менший брат Андрійко випросив в неї 12 гривень для себе. На Новий рік ситуація повторилася, знову кожен з батьків подарував Лесі стільки грошей, скільки в неї було, а брат знову випросив в неї для себе 12 гривень. На 8 березня ситуація знову повторилася, і коли Лесі підрахувала свої гроші, то виявилось, що в неї залишилась початкова сума, яка в неї була заощаджена ще до дня народження. Скільки грошей у Лесі залишилось після 8 березня?

Розв’язання. Позначимо заощаджену суму через 
[image: image4.wmf]x

. Тоді після дня народження в неї стало 
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. А після 8 березня в неї стало 
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. Тоді можемо скласти рівняння: 
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Відповідь: 6 гривень.
2. Чебурашка додав три послідовних натуральних числа, потім додав три наступних послідовних натуральних числа, після чого отримані суми перемножив. Чи міг він отримати число 111111114? Відповідь обґрунтувати.
[image: image277.wmf]D

Розв’язання. Кожна сума кратна 3, а тому їх добуток кратний 9. 

Відповідь: не міг отримати.

3. На мапі кожна з п’яти країн має форму прямокутника. Як можуть бути розташовані ці країни, якщо в кожної з них є спільний кордон принаймні з трьома іншими? Зробити малюнок.

Відповідь: один з можливих розв’язків зображений на рисунку.
4. Розставити дужки у виразі із знаками ділення, так щоб він перетворився в правильну рівність:
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Розв’язання. Оскільки 
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, то усі числа крім 
[image: image13.wmf]5040

 повинні бути разом по інший бік від риси дробу, оскільки 
[image: image14.wmf]1

 обов’язково розташоване в чисельнику, а 
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 – в знаменнику, то це дає підказку до розташування дужок: 
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Відповідь: 
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5. В деякій країні відстань між будь-якими двома містами різна. Мандрівник відправився з рідного міста А у місто В – найвіддаленіше від нього місто країни, потім з В –– у найвіддаленіше від нього місто С і т.д. Довести, що якщо місто С не співпадає з містом А, то мандрівник ніколи не повернеться додому.
Розв’язання Якщо з В мандрівник не повернувся в А, то відстань ВС більша ніж відстань АВ, а кожна наступна відстань не менша, ніж попередня. Якби мандрівник потім повернувся в А, то остання відстань була б більша, ніж АВ, а це суперечить тому, що В – найвіддаленіше місто для А.

8 клас

1. В одного чоловіка спитали: "Скільки вам років?" Він відповів так: "10 років тому я був у 4 рази старше свого сина, а через 10 років я буду лише вдвічі старше його". Скільки років цій людині зараз? Відповідь обґрунтувати.
Розв’язання. Якщо батькові 
[image: image18.wmf]x

 років а синові 
[image: image19.wmf]y

 років, то можна скласти систему рівнянь: 
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Відповідь. 50 років. 

2. На які натуральні числа від 2 до 10 ділиться націло число 
[image: image21.wmf]2002

2007

2002

2007

-

? Відповідь обґрунтувати.
Розв’язання. Очевидно, що воно не ділиться ні на 2, ні на 3, ні на 7, оскільки рівно один з двох доданків кратний 2, 3 та 7. Тому воно не ділиться також на 4, 6, 8, 9, 10. Залишається перевірити лише подільність на 5, що можна зробити за допомогою останньої цифри. Обчислимо її:
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 EMBED Equation.3  [image: image25.wmf]1
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, а далі періодично повторюються. Оскільки 
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 EMBED Equation.3  [image: image31.wmf]6
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, далі знову повторення з кроком 4. Оскільки 
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, таким чином остання цифра різниці 9 і воно і на 5 також не ділиться. 

Відповідь: Задане число не ділиться на жодне з натуральних чисел від 2 до 10.
3. В роздягальні тренер проводив інструктаж 11 гравцям стартового складу футбольної команди «Арсенал» у відповідності до їх номерів. Середній вік стартового складу 30 років. Після того, як гравець під першим номером вийшов з роздягальні на поле, середній вік гравців став 29 років, після виходу з роздягальні гравця під номером 2, середній вік тих, що залишились у роздягальні склав 28 років, і так далі, після виходу кожного наступного гравця з роздягальні середній вік зменшувався на 1 рік. Скільки років кожному гравцю «Арсеналу»?
Розв’язання. Позначимо вік гравців у відповідності до номерів 
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. Запишемо умови задачі таким чином: 
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Відповідь: вік гравців у відповідності до номерів: 40, 38, 36, …, .20 років.
4. Чи можна прямокутник розміру 
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 замостити без накладань прямокутниками 
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? Відповідь обґрунтувати.
Розв’язання. Зафарбуємо дошку 
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 як показано на рисунку. При будь-якому своєму положенні на такій розфарбованій дошці плитка 
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 буде закривати по 3 чорних та білих клітини. А тому, якщо таке замощення можливе, то кількість клітин чорного та білого кольорів повинно співпадати, а як ми бачимо, чорних більше. 
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Відповідь: не можливо.

5. Дві протилежні сторони 
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 і 
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 чотирикутника 
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 лежать на перпендикулярних прямих. Відстань між серединами сторін 
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 дорівнює 5. Знайти відстань між серединами діагоналей 
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Розв’язання. Позначимо середини діагоналей 
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 як на рисунку. Тоді 
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 відповідно, а тому вони обидва цих відрізка паралельні 
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 і дорівнюють половині 
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 і усі три відрізка паралельні. Оскільки 
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 – прямокутник. Тому 
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Відповідь: 5.

9 клас

1. Знайти останню цифру числа 
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Розв’язання. 
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 – в кожній з груп в дужках остання цифра однакова, а тому остання цифра суми в усіх дужках – нуль. Залишається знайти останню цифру чисел, що записані поза дужками, що легко зробити безпосередньо: 0+1+4+9+6+5+6 має останню цифру 1

Відповідь: 1.

2. Розв’язати систему рівнянь 
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Розв’язання. Якщо звільнитись від 
[image: image95.wmf]z

 одержимо таке рівняння: 
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, яке має лише нульові розв’язки, що не задовольняє умови задачі, а тому розв’язків система не має.
Відповідь: Розв’язків немає.
3. Для додатних чисел 
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 довести нерівність: 
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Розв’язання. Оскільки 
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. Якщо додати останні три нерівності для різних пар одержимо потрібне. 

4. На колі задані 2004 сині та 2 червоні точки. Двоє грають в таку гру – перший малює багатокутник з вершинами лише в синіх точках. Після цього другий малює багатокутник, серед вершин якого обов’язково повинні бути обидві червоні точки і будь-яка кількість синіх. Повторювати повністю той самий багатокутник неможна. Програє той, хто не може зробити чергового хода. Хто перемагає в цій грі при правильній грі обох? Багатокутники повинні мати щонайменше 3 вершини.
Розв’язання. Перемагає другий, оскільки у нього в «запасі» більше ходів, тобто багатокутників. Дійсно, на кожен хід першого він може ходити багатокутником, усі вершини якого складаються з двох червоних та усіх тих синіх, які вже використав першій для свого ходу. Крім того другий ще може намалювати 2004 трикутники з двома червоними точками. Це такі ходи, відповідних до яких немає у першого. 
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Відповідь: перемагає другий.

5. В чотирикутнику 
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. Знайти гострий кут між діагоналями чотирикутника.

Розв’язання. Опишемо коло навколо 
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, тоді вписаний кут 
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 спирається на одну дугу з кутом 
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 і дорівнює його половині, аналогічно з кутами 
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. Тоді зрозуміло, що 
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 – центр описаного кола, отже 
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10 клас

1. Нехай 
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Розв’язання. Оскільки з теореми Вієта 
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, то найменше значення буде при найменшому можливому значенні модуля параметра 
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. Обмеження накладає умова існування коренів, тобто невід’ємність дискримінанту: 
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Відповідь: при 
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2. Знайти усі такі трицифрові числа, що дорівнюють сумі усіх можливих різних двоцифрових чисел, які можна утворити з цифр трицифрового числа. 
Розв’язання. Спочатку будемо вважати, що усі цифри тризначного числа різні та жодне не дорівнює нулеві. Тоді одержимо таку рівність: 
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 – парна і не нуль. Перебираємо усі можливі варіанти і знаходимо шукані числа:
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. Інші значення не задовольняють умову, що 
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. Аналогічно маємо такі варіанти:
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 розв’язків немає.

Розглянемо інші випадки, коли співпадають 2 цифри, або одна з них нуль. Тоді тризначне число повинно дорівнювати вже не шести різним двозначним числам, а меншій кількості, бо деякі з них стають рівними.

При 
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. Жодна з одержаних рівностей розв’язків немає, аналогічно решта випадків, коли усі три цифри співпадають чи коли в числі 2 нулі. 
Відповідь: 132, 264, 396.
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3. Промінь 
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 проходить між сторонами прямого кута 
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. В кожний з гострих кутів 
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 і 
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 вписані кола, які дотикаються променя 
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 в точці 
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. Знайти довжину відрізка 
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, якщо радіуси кіл 
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Розв’язання. Нехай 
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 – точки дотику кіл з сторонами кута 
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Відповідь: 6. 

4. Довести нерівність: 
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Розв’язання. Доведення випливає з нерівностей між середніми:
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, аналогічно 
[image: image197.wmf]bc

a

c

a

b

a

2

2

2

2

2

2

³

+

, 
[image: image198.wmf]c

ab

c

b

b

a

2

2

2

2

2

2

³

+

, 
[image: image199.wmf]2

2

2

2

2

2

abc

c

a

b

c

³

+

 
[image: image200.wmf]Þ

 
[image: image201.wmf])

(

2

2

2

2

2

2

4

4

4

c

b

a

abc

b

c

c

a

b

a

c

b

a

+

+

³

+

+

³

+

+

, що й треба було довести. 

5. У 50 коробках лежать 100 цукерок. Таня та Аня по черзі беруть по одній цукерці. Починає Таня. Довести, що Аня може грати так, щоб дві останні цукерки опинилися в одній коробці.

Розв’язання. Нехай Аня кожним своїм ходом бере цукерку з коробки, що містить найменшу непарну кількість цукерок. Оскільки перед її ходом усього залишається непарна кількість цукерок, то така коробка завжди існує. За свої 48 перших ходів Аня може спорожнити усі коробки, в яких було по 1-й цукерці. Перед її першим ходом могло бути максимум таких коробок 49, після 1-го ходу – максимум 48, після другого – максимум 47 і т.д. Таким чином, коли залишається 4 цукерки, вони можуть бути розташованими лише одним з варіантів: 3+1 або 2+2. Далі просто показати, як грає Аня. 
11 клас

1. Чебурашка додав три послідовних натуральних числа, потім додав три наступних послідовних натуральних числа, після чого отримані суми перемножив. Чи міг він отримати число 111111111?
Розв’язання. Одна з двох сум буде парна, оскільки в неї входитимуть 2 непарних доданки та один парний, а тому отриманий добуток повинен бути парним числом. 

Відповідь: не міг отримати.

2. Розв’язати рівняння 
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 позначено цілу частину числа 
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, тобто найбільше ціле число, яке не перевищує 
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Розв’язання. З умов існування кореня 
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 може набувати лише таких значень: 
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. Залишається їх перебрати. Позначимо 
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 – не задовольняє умови задачі.

Відповідь: 
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3. Чи можна прямокутник розміру 
[image: image238.wmf]2007

2006

´

 замостити без накладань прямокутниками 
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Розв’язання. Зафарбуємо дошку 
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 як показано на рисунку – робимо чорними усі квадрати 
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 зверху донизу доки це можливо, а далі у нижніх двох рядках фарбуємо прямокутники 
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. При будь-якому своєму положенні на такій розфарбованій дошці плитка 
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 буде закривати по 3 чорних та білих клітини. А тому, якщо таке замощення можливе, то кількість клітин чорного та білого кольорів повинно співпадати, а як ми бачимо, чорних більше. Їх однаково зафарбовано квадратів 
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, а от прямокутників 
[image: image245.wmf]3

2

´

 чорних більше.
Відповідь: не можливо.

4. Довести для додатних чисел 
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 нерівність: 
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Розв’язання. З нерівності між середніми: 
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. Залишається згадати, що рівність можлива лише в разі рівності усіх множників, а саме: 
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, яка для додатних чисел неможлива. Тобто має місце саме строга нерівність.
5. Дано прямокутний трикутник 
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 з прямим кутом 
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 відповідно. Доведіть, що пряма 
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 відтинає від трикутника 
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 рівнобедрений прямокутний трикутник.
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Розв’язання: Позначимо точки 
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. Тоді сума кутів трикутника 
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[image: image264.wmf]B

 та 
[image: image265.wmf]C

 дорівнює 
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лежить на бісектрисі кута 
[image: image272.wmf]ACB

Ð

 трикутника 
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. Тоді в трикутнику 
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 відрізок 
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 – висота і бісектриса одночасно. Отже цей трикутник – рівнобедрений, що й треба було довести. 
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