
Вiдбори команди Києва на Всеукраїнську олiмпiаду
юних математикiв

В.Брайман, Д. Мiтiн, Б. Рубльов

Вже традицiйно, учнi 8 − 11 класiв, що отримали на Київськiй мiськiй олiмпiадi
з математики дипломи першого та другого ступенiв, були запрошенi на вiдбiрково-
тренувальнi збори по пiдготовцi до Всеукраїнської олiмпiади юних математикiв. Склад
команди Києва планувалось визначити за пiдсумками чотирьох вiдбiркових турiв, в
кожному з яких було запропоновано чотири задачi та надано чотири години на їх
розв’язання. Оскiльки виявилось, що результати основних турiв не дозволили повнi-
стю сформувати команду, то для претендентiв на останню вакансiю у складi команди
Києва довелось провести додатковий тур. Традицiйно, крiм учнiв на вiдбори запро-
шують чотири команди органiзаторiв, кожна з яких пiдбирає свiй комплект задач та
проводить один з турiв. Цього року все було не зовсiм так ...

НАПИСАТИ ПРО РЕЗУЛЬТАТИ КОМАНДИ!!!!!!!!!!

В цiй статтi ми наводимо задачi чотирьох основних турiв.

I тур. 31 сiчня 2006 р.
Органiзатори В.Брайман, Д.Мiтiн

8 клас
1. У вершинах та серединах сторiн квадрата ростуть дуби та берези. Чи обов’язково
знайдеться прямокутний трикутник, в усiх вершинах якого дерева однаковi?

(В.Брайман)
2. Довести, що iснує нескiнченно багато пар цiлих чисел a, b, таких, що a3 +1 дiлиться
на b та b3 + 1 дiлиться на a. (В.Брайман)
3. На гiпотенузi AB рiвнобедреного прямокутного трикутника4ABC вiдмiтили точки
D та E такi, що ∠DCE = 45◦, AD = 8 та BE = 9. Знайти AB.
4. Двоє гравцiв по черзi називають натуральнi числа, меншi за 104, так, щоб сума цифр
кожного числа, починаючи з другого, була дiльником попереднього числа. Програє
той, хто змушений повторити вже назване число. Чи має хтось з гравцiв виграшну
стратегiю? Якщо має, то хто? (В.Брайман)

9 клас
1. На гiпотенузi AB рiвнобедреного прямокутного трикутника4ABC вiдмiтили точки
D та E такi, що ∠DCE = 45◦, AD = 3 та AE = 8. Знайти AB.
2. Див. задачу 8.4.
3. Нехай a, b, c — додатнi числа такi, що a + b + c = 1. Довести нерiвнiсть

a
√

1 + b− c + b
√

1 + c− a + c
√

1 + a− b ≤ 1.
4. Довести, що iснує нескiнченно багато пар цiлих чисел a, b, таких, що a2 +1 дiлиться
на b та b2 + 1 дiлиться на a. (В.Брайман)
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10 клас
1. Нехай a, b, c — додатнi числа такi, що a + b + c = 1. Довести нерiвнiсть

a 5
√

1 + b− c + b 5
√

1 + c− a + c 5
√

1 + a− b ≤ 1.
2. Опуклий N -кутник розбили дiагоналями на N−2 трикутники. Назвемо трикутник
розбиття зовнiшнiм, якщо двi його сторони є сторонами N -кутника, та внутрiшнiм,
якщо таких сторiн взагалi немає. Довести, що зовнiшнiх трикутникiв завжди рiвно на
два бiльше, нiж внутрiшнiх. (Т.Тимошкевич)
3. Нехай ABCD — трапецiя, коло ω1 з центром O1 вписане в трикутник4ABD, а коло
ω2 з центром O2 дотикається сторони CD та продовжень сторiн BC i BD трикутника
4BCD, причому AD ‖ O1O2 ‖ BC. Довести, що AC = O1O2.

(В.Ясiнський)
4. Див. задачу 9.4.

11 клас
1. Див. задачу 10.2.
2. Див. задачу 10.3.
3. Для довiльних чисел a, b, c ≥ 0 довести нерiвнiсть
√

a4 +
b4

2
+

c4

2
+

√
b4 +

c4

2
+

a4

2
+

√
c4 +

a4

2
+

b4

2
≥
√

a4 + b3c +
√

b4 + c3a +
√

c4 + a3b.

(О.Рибак)
4. Довести, що iснує нескiнченно багато пар цiлих чисел a, b таких, що a2006+1 дiлиться
на b та b2006 + 1 дiлиться на a. (В.Брайман)

II тур. 3 лютого 2006 р.
Органiзатори А.Батоговський, В.Брайман, К.Лужевська, Д.Мiтiн,

Л.Хоменко

8 клас
1. На дошцi написанi числа 2 − √

2, 1 та 2
√

2 + 3. Дозволяється замiняти довiльнi
числа a та b на числа a+b

2
та
√

ab. Чи можна за декiлька таких замiн отримати на
дошцi числа

√
2− 1, 2 та 3

√
2 + 2?

2. Чи iснує натуральне число, яке дiлиться на 2006 та в десятковому записi якого
кожна з цифр 1,2,3,4,5,6,7,8,9,0 зустрiчається хоча б по 100 разiв?
3. Навколо чотирикутника ABCD можна описати коло. На сторонах AB та AD вiд-
мiтили точки P та Q вiдповiдно так, що AP = CD та AQ = BC. Нехай N — середина
BD. Довести, що PQ = 2CN.
4. В компанiї з 2N хлопчикiв та 6 дiвчаток для кожної пари дiвчаток рiвно N хлопчи-
кiв знайомi з однiєю з них та не знайомi з iншою. Довести, що кiлькiсть хлопчикiв,
знайомих з усiма дiвчатами, не перевищує N

3
. (О.Клурман)

9 клас
1. Див. задачу 8.2.
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2. Розв’язати систему рiвнянь{ √
x2 + y2 + 4x + 4 +

√
x2 + y2 − 4y + 4 = 2

√
2,√

x2 + y2 + 4x + 4y + 8 +
√

x2 + y2 − 8y + 16 = 2
√

10.
(В.Ясiнський)

3. Див. задачу 8.4.
4. На колi ω вибрали точки A,B, C та D так, що дотичнi до кола ω в точках A та B
та пряма CD перетинаються в точцi K. На прямих AC та AD вибрали точки E та
F вiдповiдно так, що пряма EF проходить через точку B та EF ‖ KA. Довести, що
BE = BF.

10 клас
1. Див. задачу 9.2.
2. В послiдовностi натуральних чисел кожне наступне число утворюється з попере-
днього додаванням його найбiльшого дiльника, який є квадратом. Наприклад, пiсля
20 має йти 20 + 4 = 24. Довести, що якщо жодне число в послiдовностi не дiлиться на
20062, то лише скiнченна кiлькiсть чисел послiдовностi може дiлитись на 2006.
3. Див. задачу 9.4.
4. В компанiї з 2N хлопчикiв та 2005 дiвчаток для кожної пари дiвчаток рiвно N хло-
пчикiв знайомi з однiєю з них та не знайомi з iншою. Довести, що кiлькiсть хлопчикiв,
знайомих з усiма дiвчатами, не перевищує N

1003
. (О.Клурман)

11 клас
1. Див. задачу 10.2.
2. Нехай I — центр кола, вписаного в трикутник 4ABC. Прямi AI, BI та CI пе-
ретинають коло ω, описане навколо трикутника 4ABC, вдруге в точках D, E та F
вiдповiдно. Нехай DK — дiаметр кола ω та N — точка перетину KI з EF. Довести,
що KN = IN. (Т.Тимошкевич)
3. Див. задачу 10.4.
4. Для яких натуральних чисел n ≥ 2 iснує многочлен

f(x) = a1x
n−1 + a2x

n−2 + . . . + an−1x + an,
де {a1, . . . , an} — деяка перестановка чисел {1, . . . , n}, який має n−1 дiйсних коренiв?

III тур. 7 лютого 2006 р.
Органiзатор Б.Рубльов

8 клас
1. Двоє гравцiв по черзi записують в 24 клiтинки поверхнi куба числа 1,2,. . . ,24 (кожне
число записується рiвно один раз). Другий гравець перемагає, якщо суми чисел в клi-
тинках кожного кiльця з 8 клiтинок, яке обмотує куб, є однаковими, iнакше перемагає
перший гравець. Хто з гравцiв може забезпечити собi перемогу? (В.Ясiнський)
2. На площинi задана пряма, на якiй вибранi 2n точок. Ще n точок вибранi поза цiєю
прямою. Чи завжди можна побудувати n трикутникiв без спiльних точок з вершинами
в заданих точках? (Б.Рубльов)
3. Знайти усi простi числа p, при яких число

√
5p + 4p4 є цiлим. (В.Ясiнський)
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4. У племенi Мумбо-Юмбо кожне слово записується десятьма буквами, кожна з яких
“М” або “Ю”. Два слова є синонiмами, якщо одне з них можна отримати з iншого за
допомогою таких операцiй: зi слова викреслюється декiлька букв, якi йдуть поспiль
та серед яких парна кiлькiсть букв “М”, i на їх мiсце записують викресленi букви у
зворотному порядку. Знайдiть максимальну кiлькiсть рiзних слiв племенi, серед яких
немає синонiмiв. (В.Ясiнський)

9 клас
1. Розглянемо трикутник ABC i точку D, що належить сторонi BC. Позначимо P, Q
точки перетину висот трикутникiв ABD та ADC. Для яких точок D трикутники ABC
i DPQ є подiбними? (Б.Рубльов)
2. Див. задачу 8.3.
3. Нехай a, b, c — попарно рiзнi додатнi дiйснi числа. Доведiть, що рiвняння

(a + b + c)x2 + 2

(
a

b
+

b

c
+

c

a

)
x +

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
= 0

має два рiзнi дiйснi коренi. (В.Ясiнський)
4. Див. задачу 8.4.

10 клас
1. Див. задачу 9.3.
2. Про натуральне число n > 1 та просте число p вiдомо, що p − 1 дiлиться на n i
n3 − 1 дiлиться на p. Доведiть, що число

√
4p− 3 є цiлим. (В.Ясiнський)

3. Див. задачу 8.4.
4. П’ятикутник ABCDE вписаний в коло, AC ‖ DE i M — середина дiагоналi BD.
Довести, що якщо ∠AMB = ∠BMC, то пряма BE дiлить дiагональ AC навпiл.

(В.Ясiнський)
11 клас

1. Довести, що для двох довiльних трикутникiв зi сторонами a, b, c та x, y, z вiдповiдно
виконується нерiвнiсть

a2(by + cz − ax) + b2(cz + ax− by) + c2(ax + by − cz) > 0.

(О.Крижановський)
2. Див. задачу 10.2.
3. Див. задачу 8.4.
4. Див. задачу 10.4.

IV тур. 14 лютого 2♥♥6 р.
Органiзатори В.Брайман, Д.Мiтiн, С.Торба

8 клас
1. В країнi є 2006 мiст, деякi з яких сполучено авiарейсами. Вiдомо, що всього є
1000000 авiарейсiв. Чи обов’язково знайдуться три мiста, кожнi два з яких сполучено
авiарейсом?
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2. Яку найбiльшу кiлькiсть зображених фiгурок можна вирiзати з квадратної
дошки 8× 8? Фiгурки можна як завгодно повертати.

(В.Брайман)
3. Знайти всi натуральнi числа n та простi числа p, q такi, що

p(p + 3) + q(q + 3) = n(n + 3).
4. Нехай O — середина сторони AB трикутника 4ABL. Серединнi перпендикуляри,
проведенi до вiдрiзкiв AO та BL, перетинаються в точцi V, а серединнi перпендикуля-
ри, проведенi до вiдрiзкiв AL та BO, перетинаються в точцi E. Довести, що LO⊥V E.

9 клас
1. Див. задачу 8.2.
2. Функцiя f визначена на множинi натуральних чисел та набуває цiлi невiд’ємнi
значення, причому f(p) = 1 для кожного простого числа p та f(ab) = af(b)+bf(a) для
довiльних натуральних чисел a, b. Знайти всi натуральнi числа n, при яких f(n) = n.
3. Див. задачу 8.4.
4. Для довiльних невiд’ємних чисел x, y, z довести нерiвнiсть

3(x3 + y3 + z3 + xyz) ≥ 4(x2y + y2z + z2x).

10 клас
1. Див. задачу 9.2.
2. На продовженнi сторони BC трикутника 4ABC за точку B вiдклали вiдрiзок
DB = AB. Нехай M — середина вiдрiзка AC, а P — точка перетину DM з бiсектрисою
кута ∠ABC. Довести, що ∠BAP = ∠BCA.
3. Див. задачу 9.4.
4. Знайти кiлькiсть прямих, якi перетинають деякi двi сторони даного правильного
трикутника та вписане в нього коло послiдовно в точках L,O, V,E, причому LO =
OV = V E. (В.Брайман)

11 клас
1. Див. задачу 10.2.
2. Нехай a1, a2, . . . , a2006 – деякi цiлi числа з iнтервалу [−1003, 1003], причому a1 +a2 +
. . . + a2006 = 1. Чи завжди можна вибрати одне чи декiлька з цих чисел так, щоб їх
сума дорiвнювала нулю?
3. Див. задачу 10.4.
4. Для довiльних невiд’ємних чисел a, b, c довести нерiвнiсть

ab + bc + ac +
3
√

a2b2c2 ≥ 4
3
(a

3
√

b2c + b
3
√

c2a + c
3
√

a2b).
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