LX Київська міська олімпіада школярів з математики 
До організації, складання завдань,

проведення, перевірки, апеляції

цієї олімпіади ніякого 

відношення не мали

Лейфура, Мітельман та Борисова


16 січня 2005 року у місті києві відбулась ювілейна 60-та міська олімпіада з математики серед школярів. Враховуючи традиції, що були закладені засновниками цієї олімпіади ще у далекі 50-ті роки минулого сторіччя, вона була відкритою для усіх школярів. До участі в олімпіаді запрошувалися переможці шкільних, районних олімпіад, а також усі бажаючи перевірити свої здібності. За рахунок цього участь в олімпіаді прийняли 151 учень 7-го класу, 149 учнів 8-го класу, 159 учнів 9-го класу, 179 учнів 10-го класу та 185 учнів 11-го класу. Загалом в олімпіаді взяли участь 823 школярі. 

Серед близько 80 членів журі міської олімпіади було 2 доктори наук, 8 кандидатів фізико-математичних та педагогічних наук, 4 заслужених вчителі України, 10 переможців та призерів міжнародних шкільних олімпіад минулих років та багато переможців всеукраїнських, шкільних олімпіад, а також переможців студентських олімпіад найвищих рівнів. 

Готується новий сайт Київських міських олімпіад, де більш детально можна буде ознайомитись з усіма подробицями нашої олімпіади, такими як список усіх учасників, переможців, фотоальбом тощо. 

Як це відбувалося протягом багатьох років, коли олімпіади проводили по задачах, що були підготовлені місцевим журі, а не за централізованими текстами, на розв’язок завдання 7-класникам надавалося 3 години на 4 задачі, у інших класах – по 4 години на 5 задач.
Завдання з розв’язками для 7-го класу
1. На телеграфному дроті на відстані 1м один від одного сиділи 
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 горобців. Потім вони злетіли у повітря та знову розсілися на дроті на відстані 1м один від одного, але вже в дещо іншому порядку. Чи можна розбити горобців на пари таким чином, щоб відстань між горобцями кожної пари після перельоту не збільшилася? (Брайман Володимир)
Так. Достатньо об’єднати в пари тих горобців, що сіли поруч після перельоту. Тоді зрозуміло, що до перельоту відстань не могла бути меншою, бо наприкінці відстань в кожній парі складає 1м.

2. Про цілі числа 
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 відомо, що 
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 не ділиться націло на 
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[image: image7.wmf]5

. Довести, що число 
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 також ділиться націло на 
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. (Брайман Володимир)
Легко зрозуміти, що 
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 не ділиться на 
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. Сума та різницю наведених чисел дорівнюють 
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. При 
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, що не кратно 
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 діляться на 
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, а тому вказані в умові числа одночасно діляться на 
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3. Песик Гав може з’їсти палку докторської ковбаси за 2 хвилини, а палку любительської ковбаси за 3 хвилини, а кицька Мяу може з’їсти палку докторської ковбаси за 5 хвилин, а палку любительської ковбаси за 4 хвилини. Будь-яку палку ковбаси вони можуть їсти одночасно з різних боків. За який найменший час вони разом можуть з’їсти 2 палки ковбаси, одна з яких докторська, а інша – любительська? (Рубльов Богдан)
Зрозуміло, що для зменшення часу поїдання треба, що кожна тварина повинна їсти ту палку, яку вона з’їдає швидше, а потім доїдати ту, що залишилась одночасно. Таким чином, Гав з’їдає докторську ковбасу за 2хв, одночасно Мяу їсть любительську ковбасу і встигає з’їсти півпалки. Тому останні півпалки цієї ковбаси вони будуть їсти удвох, а тому зі швидкістю, що дорівнює сумарній швидкості обох тварин. Позначимо довжину цієї палки 
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, а тому швидкість ГАВа є 
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, швидкість МЯУ - 
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хв, а тому загальний мінімальний час складає 
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4. Які мінімальні розміри повинен мати квадрат, що містить всередині або на межі п’ять однакових квадратів зі стороною 1 таких, що вони не мають спільних внутрішніх точок, а також сторони цих квадратів паралельні сторонам зовнішнього квадрата? (Луценко Євген)
Доведемо, що мінімальна сторона великого квадрата дорівнює 3. Відповідне розташування для такого квадрату будується дуже легко рис. 1. 
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	Припустимо, що існує квадрат зі стороною, меншою за 3, який містить в умовах задачі потрібні п’ять одиничних квадратів. Розділимо його на три однакові смуги, як на рис. 2. Ширина кожної такої смуги менше 1. А тому кожен одиничний квадрат, що розташований всередині цього більшого квадрату, повинен перетинати одну з двох внутрішніх вертикальних смуг.

	Рис. 1
	Рис. 2
	


За принципом Діріхле, одну з цих двох смуг перетинає щонайменше три таких квадрата, але тоді її довжина не може бути менше за 3. Одержали суперечність, що доводить потрібне.
Завдання з розв’язками для 8-го класу

1. Знайти всі пари простих чисел 
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 має цілий корінь. (Номіровський Дмитро)

Внаслідок простоти числа 
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 цілий корінь цього рівняння може буди одним з чотирьох чисел: 
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. Підставимо в це рівняння одне з чисел 
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, тоді ми одержимо таку рівність: 
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, а тому просте число 
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 є дільником 
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, що неможливо. Підставимо тепер 
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, тобто два прості числа відрізняються на 
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, а це тільки числа 
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, оскільки парне просте число рівно одне. А тому перший розв’язок 
[image: image47.wmf]3

,

2

=

=

p

q

. Аналогічно, 
[image: image48.wmf]1

-

=

x

 
[image: image49.wmf]Þ

 
[image: image50.wmf]0

1

=

+

-

-

q

p

 
[image: image51.wmf]Þ

 
[image: image52.wmf]1

+

=

p

q

 
[image: image53.wmf]Þ

 
[image: image54.wmf]3

,

2

=

=

q

p

.

Відповідь: 
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2. На телеграфному дроті на відстані 1м один від одного сиділи 
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 горобців. Потім вони злетіли у повітря та знову розсілися на дроті на відстані 1м один від одного, але вже в іншому порядку. Чи завжди знайдуться такі три горобці , що жодна з відстаней між ними після перелітання не збільшилася? (Брайман Володимир)
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	Ні. Нехай горобці з номерами 
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 перелітають на місця 
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, таким чином відстань між будь-якими двома горобцями однієї половини збільшується в 2 рази. З трьох горобців принаймні 2 будуть в одній половині, а тому відстань між ними збільшиться.


3. Двоє гравців по черзі записують у вільні клітинки квадратної таблиці 
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 (саме в такому порядку) так, щоб числа, що відрізняються на одиницю, завжди потрапляли у клітинки, що мають спільну сторону. Гра закінчується, коли хтось з гравців не може зробити хід (тоді оголошується нічия) або, коли після чергового ходу одного з гравців в деяких клітинках, що мають спільну сторону, опиняються числа, що відрізняються не менше, ніж на 
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, і тоді гравець, що зробив цей хід, програє. Чи має хтось з гравців виграшну стратегію? Якщо має, то хто? (Рубльов Богдан)
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	Стратегію має першій гравець. Свій першій хід він робить в будь-яку клітину на діагоналі. Після цього, на будь-яких хід другого він повертає хід на діагональ. Це відбувається до тих пір, поки першій не робить свій хід в кут таблиці. 

Другий не може сходити інакше, бо якщо він зробить хід в зворотному напрямі, то попаде в клітину, що є сусідньою до клітини, в яку за хід до цього сходив першій (пунктир на рис), а тому різниця буде більша за 2 і він програв. 

Після попадання в кут, другий примушений зробити хід в протилежному напрямі, бо інших немає і він програє. 


4. Песик Гав може з’їсти палку докторської ковбаси за 1 хвилину, а палку любительської ковбаси за 2 хвилини, а кицька Мяу може з’їсти палку докторської ковбаси за 2 хвилини, а палку любительської ковбаси за 3 хвилини. Будь-яку палку ковбаси вони можуть їсти одночасно з різних боків. За який найменший час вони разом можуть з’їсти 2 палки ковбаси, одна з яких – докторська, а інша – любительська? (Рубльов Богдан)
Зрозуміло, що вони повинні закінчити їсти одночасно і не повинні робити перерв. Позначимо довжину палки докторської 
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, любительської - 
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. Тоді час поїдання (як було зазначено вище однаковий для обох тварин): 
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. При цьому 
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 повинно бути мінімальним. Позначимо 
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, зрозуміло, що обидві ці невідомі належать проміжку 
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. З рівності маємо: 
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5. Нехай 
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 - правильний шестикутник. На прямій 
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	Нехай 
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 відповідно. З того, що шестикутник 
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 - правильний, слідує, що 
[image: image105.wmf]AFD

ACD

Ð

=

°

=

Ð

90

. Так само легко зрозуміти, що усі кути, що позначені на рисунку значком 
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Нехай 
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 - довжина сторони шестикутника, 
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 - довжина діагоналі 
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Таким чином 
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Завдання з розв’язками для 9-го класу

1. Спростити вираз 
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2. Розв’язати рівняння в цілих числах: 
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 EMBED Equation.3  [image: image130.wmf]20042005
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Легко зрозуміти, що куб будь-якого числа при діленні на 
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 EMBED Equation.3  [image: image138.wmf]2006

 не ділиться на 
[image: image139.wmf]7

, а тому, якщо хоч одне з чисел 
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, то рівняння розв’язку не має. Нехай тепер жодне з цих чисел на кратне 
[image: image142.wmf]7

, але тоді за принципом Діріхле принаймні два при піднесенні до кубу дають однакові остачі при діленні на 
[image: image143.wmf]7

, але тоді знову вираз 
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 ділиться на 
[image: image145.wmf]7

, а тому рівняння розв’язків не має.

3. Двоє гравців грають у таку гру. У крайніх клітинах дошки 
[image: image146.wmf]2005
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 стоять дві фішки. За один ход можна пересунути будь-яку з двох фішок на одну клітинку в будь-якому напрямку, якщо ця клітинка не зайнята іншою фішкою. Програє той гравець, після ходу якого деяке розташування фішок повторюється. Хто виграє при правильній грі? (Тимошкевич Тарас)
Першій гравець постійно ходить лівою фішкою вправо. Він завжди це може робити, бо після хода другого гравця між ними завжди непарна кількість клітинок. Після такого ходу першого, другий вже не може сходити лівою фішкою вліво, оскільки комбінація повториться. А тому відстань між фішками поступово зменшується. Як тільки після ходу першого фішки стали рядом, то далі другий може ходити лише правою фішкою також наліво (інакше, при ході лівою фішкою вправо – комбінація повторилася). А тому за декілька ходів другий сходить правою фішкою в останню клітинку, після цього першій гравець сходить лівою фішкою у передостанню клітинку, а далі у другого є єдиний хід, лівою фішкою наліво, після якого розташування фішок повторилося і він програв. Оскільки першій завжди ходить лівою фішкою направо, то за 2004 хода він досягне передостанньої клітинки. Своїм 2004-м ходом другий програє. 
4. Позначимо 
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. Довести, що існує нескінченно багато натуральних чисел 
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Помітимо, що число, що є кратним 
[image: image152.wmf]6

, тобто вигляду 
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. Залишилося знайти нескінченну кількість чисел, для яких 
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 та 
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 одночасно кратні 
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. Для цього достатньо розглянути числа 
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 взаємно прості з числом 
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. Тоді усі дільники числа 
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, а тому сума усіх таких дільників буде кратною 
[image: image165.wmf]6
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5.  Задача № 5 для 8-го класу.
Завдання з розв’язками для 10-го класу

1. Задача № 1 для 9-го класу.

2. Про додатні числа 
[image: image166.wmf]c

b

a

,

,

 відомо, що 
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Зробимо перетворення лівої частини нерівності: 
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 ліва частина: 
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, яка виконується з нерівності між середніми: 
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, що й треба було довести.
3. Задача № 4 для 9-го класу.

4. В прямокутному трикутнику 
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 на відрізок 
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. Доведіть, що пряма 
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 проходить через середину відрізку 
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 - середина 
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. Трикутники 
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 спільний, то з останньої рівності слідує їх подібність, отже 
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5. Знайдіть усі функції 
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 (область визначення та множина значень функції є цілі числа) такі, що 
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Припустимо, що для деяких 
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. Покладемо 
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. Звідси індукцією легко одержати, що 
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 Якщо тепер це підставити в основне рівняння, то одержимо рівність, яка повинна справджуватися при усіх цілих 
[image: image230.wmf]n

m

,

: 
[image: image231.wmf]b

n

n

m

a

b

b

an

m

a

+

+

+

+

=

+

+

+

1

2

)

(

)

(

. Звідси після зведення подібних одержимо таку рівність: 
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. Розв’язком останньої системи в цілих числах є 
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Завдання для 11-го класу

1. Нехай 
[image: image237.wmf]k
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 - сума 
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 перших членів арифметичної прогресії, усі члени якої цілі числа. Відомо, що при деяких різних натуральних 
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 завжди є квадратом деякого цілого числа. (Номіровський Дмитро)

Нехай 
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 першій член та різниця цієї арифметичної прогресії, запишемо умову задачі: 
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 - квадрат цілого числа.
2. Коло дотикається до сторін 
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 рівні. Довести, що трикутник 
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 рівнобедрений. (Тимошкевич Тарас)
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 рівні дві сторони та вони мають спільний кут між ними, а це означає, що 
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, в будь-якому з цих двох випадків синуси цих кутів рівні, а тому й площі цих трикутників рівні. Якщо розглянути рівні основи цих трикутників 
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, то висоти до цих основ також рівні, а це означає, що у трикутника рівні дві висоти, а тому з відомої властивості – цей трикутник рівнобедрений. 


3. Довести, що існують набори натуральних чисел 
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, які одночасно задовольняють умови:

1) усі добутки 
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Нехай 
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 взаємно прості слідує з простого застосування до них алгоритму Евкліда. 
4. Для усіх дійсних 
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5. Довести, що кожна точка опуклого многогранника з 
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 вершинами належить принаймні:
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усі вершини яких є вершинами цього многогранника. (Нагадаємо, що многогранник 
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 називається опуклим, якщо разом з будь-якими двома своїми точками 
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 пряму, що перетинає поверхню многогранника в деякій точці 
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. Оскільки серед усіх таких пірамід кожна може співпадати не більше як з чотирма іншими, то там буде не менше як 
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б) Нехай ми знайшли трикутну піраміду 
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 многогранника. Покажемо, як знайти ще 
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. Це може бути або чотирикутна піраміда, або об’єднання двох трикутних пірамід. Зрозуміло, що в кожному з цих випадків піраміда 
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 попаде принаймні в одну з таких трикутних пірамід. Кожна з них містить серед вершин нову вершину 
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. Послідовно обираємо усі нові вершини многогранника ми одержимо, що можна знайти ще 
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 нові трикутні піраміди, усі будуть різними, оскільки принаймні одна з вершин не належить іншим пірамідам. Таким чином ми маємо 
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 трикутні піраміди.
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