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відборів на Всеукраїнську олімпіаду з математики 

місто Київ + УФМЛ

12 лютого 2005 року

Організатори: Примак А.
Умови задач

8 клас
1. Знайти усі натуральні числа 
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2. Числа 0,1,2,...,2005 поділили на 1003 пари 
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. Якою може бути остання цифра суми 
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 відмітили точку 
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 таким чином, що 
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 відмітили точку 
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 так, що 
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4. Для яких 
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 квадратну дошку 
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 без кутових клітинок можна розрізати на фігурки вигляду 
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9 клас

1. Задача № 2 за 8-й клас.

2. Задача № 3 за 8-й клас.

3. Чи існує таке натуральне 
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 - сума цифр числа 
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4. Задача №4 за 8-й клас.

10 клас
1. Довести, що 
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2. Задача №3 за 9-й клас.

3. Два кола з центрами в точках 
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 перетинаються в точках 
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 проведене коло, яке вдруге перетинає задані кола в точках 
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 - бісектриса кута 
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4 Задача № 4 за 8-й клас.

11 клас
1. Задача №1 10 клас.

2. Задача №3 10 клас.

3. Нехай функція 
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 неперервна на 
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 та рівняння 
[image: image38.wmf]x

x

f

x

f

x

f

2005

)...))

(

...

(

(

2005

=

+

+

+

4

4

4

4

3

4

4

4

4

2

1

 має розв’язок. Довести, що рівняння 
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 теж має розв’язок.

4. Задача № 4 за 8-й клас.

Розв’язки задач

8.1. Оскільки 
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, то подільність можлива лише при 
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8.2. Кожне з 1003 чисел 
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 дає остачу 2 при діленні на 5, тому остання цифра суми 
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 дорівнюватиме 1 або 6 в залежності від того, скільки доданків є непарними. Але непарні числа 1, 3, 5,..., 2005 входять в пари 
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. Непарних чисел від 1 до 2005 існує непарна кількість, а отже пар 
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 теж непарна кількість та остання цифра суми [image: image54.wmf]1003
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 дорівнює 1. Легко показати, що потрібне розбиття на пари існує. 

Відповідь: 1

8.3. Відмітимо на стороні 
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 точку 
[image: image56.wmf]F

 так, що 
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8.4. 1 спосіб. При 
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 спосіб розрізання показаний на рис.1. Доведемо, що при 
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 розрізання неможливе. З точністю до симетрії кут таблиці заповнюється одним з двох способів: рис.2а, та рис.2б. В першому з цих випадків усі фігурки, що прилягають до верхньої сторони, розміщуються однозначно а тоді у іншому куті отримуємо картинку, симетричну до другого випадку. Тому надалі розглядаємо лише другий випадок. Фігурку, що містить клітину, позначену зірочкою на рис.2б, можна розмістити знову двома способами, а потім усі фігурки, що прилягають до лівої вертикальної сторони, розміщуються однозначно та в одному з випадків одразу отримаємо суперечність. Отримане в більш вдалому випадку розташування показане на рис.3. Тепер лише положення фігурки, що містить зірочку на рис.3, дозволяє успішно заповнити нижню горизонтальну сторону. Аналогічно єдиним чином розміщуються усі фігурки, що прилягають до сторін дошки. Всередині лишається дошка 
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 з вирізаними сусідніми з кутовими клітинами рис.4,5. Всі фігурки, що прилягають до верхньої сторони, знову розміщуються однозначно, а потім отримуємо суперечність.
2 спосіб. Запишемо у кожну клітинку першого рядка дошки число 1, у кожну клітинку другого рядка число 2 і т.д. Тоді сума усіх парних чисел на дошці буде більшою за суму всіх непарних чисел на дошці на 
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. Але одна фігурка при вертикальному розташуванні покриває два парних та два непарних числа з однаковою сумою, а при горизонтальному розташуванню покриває 2 парних та 2 непарних числа, суми яких відрізняються на 2 в той чи іншій бік. Звідси кількість горизонтально розташованих фігурок не менша за 
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. Подальший розв’язок – очевидний. 
9.3. Будемо шукати 
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 у вигляді 100...010001011, де одиниці стоять на позиціях з кінця 
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, бо під час піднесення числа 
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 до квадрату „у стовпчик” немає жодного переносу у наступний розряд. Справді, внесок 
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 не можна подати у такому вигляді більш ніж двома способами. Аналогічно [image: image83.wmf]3
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Відповідь: існує.

10.1. Маємо 
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 та шукана нерівність рівносильна до такої: 
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, що й слід було довести.

10.3. Нехай 
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11.3. Припустимо, що рівняння 
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 - одержали суперечність, аналогічно в другому випадку також одержимо суперечність.
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