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Умови задач

8 клас

1. Знайти усі натуральні числа 
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, для яких кожне з чисел 
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 є дев’ятизначним, причому запис кожного з них містить всі цифри від 1 до 9 по одному разу.

2. Нехай 
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 - висота, 
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 - медіана, 
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 - бісектриса гострокутного 
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. Позначимо 
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 точки перетину 
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  відповідно з 
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 та 
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. Знайти периметр 
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, якщо 
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3. Довести, що існує нескінченно багато натуральних 
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, для яких 
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 ділиться на 
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4. Нескінченна на всі боки пустеля поділена на квадратні клітинки, в одній з яких знаходиться лев. Мисливець встановлює паркани, кожен з яких розділяє 2 сусідні клітини пустелі, а лев після встановлення кожного наступного паркану перебігає на одну з сусідніх клітинок (тобто зі спільною стороною, при цьому лев не може перестрибнути паркан). Для того, щоб вполювати лева, мисливець повинен повністю огородити деяку частину пустелі, в якій знаходиться лев. Чи може він це зробити, маючи дозвіл на встановлення 50 парканів?
9 клас
1. Задача № 3 за 8-й клас.

2Нехай 
[image: image18.wmf]I

 - центр кола, вписаного в трикутник 
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 - коло, що проходить через точку 
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 та дотикається до 
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 в точці 
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, а 
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 - коло, що проходить через точку 
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 та дотикається до 
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 в точці 
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. Довести, що одна з точок перетину кіл 
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 належить колу, описаному навколо 
[image: image29.wmf]ABC

D

.

3. Задача № 4 за 8-й клас.

4. Для довільних 
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10 клас
1. . Задача №1 за 9-й клас.

2. Знайти усі натуральні числа 
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, при яких 
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 має місце рівність: 
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3. Задача № 4 за 10 клас.

4. Нескінченна на всі боки пустеля поділена на квадратні клітинки, в одній з яких знаходиться лев. Мисливець встановлює паркани, кожен з яких розділяє 2 сусідні клітини пустелі, а лев після встановлення кожного наступного паркану перебігає на одну з сусідніх клітинок (тобто зі спільною стороною, при цьому лев не може перестрибнути паркан). Для того, щоб вполювати лева, мисливець повинен повністю огородити деяку клітину пустелі, яв якій знаходиться лев. Чи може він це зробити, маючи дозвіл на встановлення 100 парканів?

11 клас
1. Задача № 2 10 клас.

2. Нехай 
[image: image35.wmf]ABCD

 - паралелограм, 
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 - точки перетину висот трикутників 
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 відповідно. Довести, що 
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3. Задача № 4 10 клас.

4. Для довільних 
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Розв’язки задач

8.1. Оскільки число 
[image: image41.wmf]n
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 не перевищує 987654321, то 
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, а тому залишається перевірити, що число 
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 задовольняє умову.

Відповідь: 
[image: image45.wmf]123456789


8.2. Оскільки 
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 - медіана 
[image: image48.wmf]AFC

D

 та 
[image: image49.wmf]AB

DE

. Тоді 
[image: image50.wmf]D

 - середина 
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, а отже 
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 - висота та медіана, 
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 належать 
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 - медіана і бісектриса, 
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, залишається знайти периметр правильного 
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 з висотою 
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Відповідь: 
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8.3. Індукцією по 
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 покажемо, що числа 
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, оскільки перша дужка ділиться за припущенням індукції на 
[image: image78.wmf]k
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, а друга дужка – парне число. За принципом математичної індукції твердження доведено.
8.4. Розглянемо квадрат 
[image: image79.wmf]9
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, в центрі якого спочатку знаходиться лев. Нехай мисливець спочатку поставить по одному паркану біля кутів цього квадрата. На це треба 4 ходи, а тому лев не встигне вибігти з квадрату, на що треба 5 ходів. Далі мисливець просто повинен ставити паркан там, де лев може вийти за межі квадрату найближчим ходом, така можливість у лева єдина, оскільки в кутах вже стоїть по одному паркану. Або, якщо подібної загрози не існує можна ставити паркан де завгодно. Таким чином він упіймає лева, поставивши 36 парканів. 
Відповідь: так, може.

9.2. Нехай 
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 - точка перетину кіл 
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, відмінна від 
[image: image85.wmf]I

. Тоді 
[image: image86.wmf]1

BIC

BMI

Ð

=

Ð

 та [image: image87.wmf]1

CIB

CMI

Ð

=

Ð

, як кути між дотичною та хордою. Але 
[image: image88.wmf]=

Ð

=

Ð

1

1

CIB

BIC

 
[image: image89.wmf](

)

BAC

ACB

ABC

Ð

-

°

=

Ð

+

Ð

=

90

2

1

2

1

2

1

, тому 
[image: image90.wmf]BAC

CMI

BMI

BMC

Ð

-

°

=

Ð

+

Ð

=

Ð

180

, тобто 
[image: image91.wmf]M

 належить колу, описаному навколо 
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9.4. Оскільки 
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, отже ліва частина не менша за 
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 та лишається перевірити, що 
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, що виконується, оскільки при 
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10.2. Покладемо 
[image: image108.wmf]3

p

=

x

. Маємо 
[image: image109.wmf]n

k

k

n

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

2

1

2

3

2

1

2

3

. Якщо одне з чисел 
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 парне, а інше непарне, то отримуємо рівність раціонального та ірраціонального чисел, тобто суперечність. Якщо 
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 знову маємо рівність раціонального та ірраціонального чисел. Тому або 
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Відповідь: 
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10.4. Спочатку навколо лева будуємо з 36 парканів квадрат 
[image: image131.wmf]9
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 (див. задачу 8.4.). Тепер поділимо цей квадрат на квадрати 
[image: image132.wmf]3
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, використавши ще 36 парканів. Лев знаходиться в одному з цих менших квадратів. Використаємо ще 12 парканів, щоб відділити усі клітинки цього квадрату на одиничні, лев буде в одній з них. Загалом використано не більше як 36+36+12=84 паркани.
Відповідь: так, може.

11.2. Якщо 
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 - прямокутник, то очевидно, що 
[image: image134.wmf]°

=

Ð

=

Ð

0

CAF

BDE

. Якщо це не так, то без обмежень загальності можемо вважати, що 
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11.4. 1 спосіб. Оскільки 
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2 спосіб. Розглянемо ліву частину нерівності як функцію від змінної 
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. Аналогічно для решти змінних, а тому достатньо розглянути лише випадки 
[image: image161.wmf]}
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. Перебором знаходимо, що максимум досягається на наборах 
[image: image162.wmf]),...
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 та дорівнює 
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