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відборів на Всеукраїнську олімпіаду з математики 

місто Київ + УФМЛ

15 лютого 2005 року
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Умови задач

8 клас
1. Знайти всі натуральні числа 
[image: image1.wmf]c

, для яких знайдеться хоча б одна така пара натуральних чисел 
[image: image2.wmf]b
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, що 
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2. На медогляд прийшли хлопчики вагою 39кг та дівчата вагою 40кг. Усього прийшло не більше ніж 40 дітей. Напередодні дівчатка обіцяли принести на медогляд своїх хом’ячків (кожен хом’ячок важить 1кг). На медогляді з’ясувалось, що хлопчики важать у сумі стількі ж скільки дівчатка разом з хом’яками. Доведіть, що дівчатка принесли щонайменше 20 хом’ячків.

3. 
[image: image4.wmf]ABCD

 - квадрат, точка 
[image: image5.wmf]E

 лежить на стороні 
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, 
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 - центр квадрата, 
[image: image8.wmf]N

 - середина 
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 - рівнобедрений. В якому відношенні точка 
[image: image12.wmf]E

 ділить сторону квадрата 
[image: image13.wmf]CD

.

4. Деякі пари міст країни сполучені або ґрунтовими, або асфальтовими дорогами так, що з будь-якого міста можна потрапити до будь-якого іншого. Відомо, що з кожного міста виходить хоча б одна ґрунтова дорога і хоча б одна асфальтова дорога. Чи обов’язково з будь-якого міста можна проїхати до будь-якого іншого, щоб під час подорожі асфальтні та ґрунтовні дороги чергувалися?
9 клас

1. Знайти усі трійки натуральних чисел 
[image: image14.wmf])
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 такі, що виконується умова: 
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2. Задача № 3 за 8-й клас.

3. Додатні числа 
[image: image16.wmf]c

b

a

,

,

 такі, що 
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. Довести, що виконується нерівність: 
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4. Задача № 4 за 8-й клас.

10 клас
1. 
[image: image19.wmf]I

 - ін центр 
[image: image20.wmf]ABC
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. З’ясувалось, що 
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. Доведіть, що 
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2. Дано натуральне число 
[image: image23.wmf]10
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. Доведіть, що існує єдине натуральне 
[image: image24.wmf]m

 таке, що при будь-якому розбитті 
[image: image25.wmf]m

 на два натуральних доданки сума цифр першого та сума цифр другого доданків разом складають 
[image: image26.wmf]n

.

3. Задача №3 9 клас.

4. Деякі пари міст країни сполучені або ґрунтовими, або асфальтовими дорогами так, що з будь-якого міста можна потрапити до будь-якого іншого. Відомо, що з кожного міста виходить парна кількість доріг і при цьому хоча б одна ґрунтова дорога і хоча б одна асфальтова дорога. Чи обов’язково з будь-якого міста можна проїхати до будь-якого іншого, щоб під час подорожі асфальтні та ґрунтовні дороги чергувалися?

11 клас
1. Задача № 1 за 10-й клас.

2. Чи існує нескінченна послідовність простих чисел 
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3. Числа 
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4. Задача №4 за 10-й клас.

Розв’язки задач

8.1. Будемо вважати, що числа 
[image: image33.wmf]b
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 взаємно прості. Нехай, наприклад, 
[image: image34.wmf]1
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, тоді 
[image: image35.wmf]a

 має деякий простий дільник 
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, який не є дільником числа 
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. Число 
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 не є цілим, оскільки чисельник не ділиться на просто число 
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, а знаменник ділиться. Отже єдина можливість, яка залишається 
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Відповідь: 
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8.2. Нехай на медогляді було 
[image: image43.wmf]a

 хлопчиків, 
[image: image44.wmf]b

 дівчаток та 
[image: image45.wmf]c

 хом’ячків. Тоді 
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. Звідси хлопчиків було більше ніж дівчаток, а отже дівчаток щонайбільше 19, Але кількість дівчат та хом’ячків має ділитись на 39, тому хом’ячків щонайменше 20.
8.3. Нехай 
[image: image48.wmf]E

 не співпадає ні з 
[image: image49.wmf]C

, ні з 
[image: image50.wmf]D

. Тоді легко помітити, що довжина 
[image: image51.wmf]OP

 менша, а довжини 
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 та 
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 не менші за половину довжини сторони квадрата. Отже рівними можуть бути лише сторони 
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. Нехай 
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 - основа висоти, опущеної з 
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. Неважко довести, що 
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 є рівнобедреним. У цьому випадку 
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Відповідь: 
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8.4. Розглянемо систему доріг, зображену на рис.1. Неважко помітити, що умова задачі виконується, але з 
[image: image67.wmf]A

 в 
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 не можна проїхати так, щоб дороги чергувалися, бо обов’язково потрапляємо в цикл 
[image: image69.wmf]C

F

E

D

C

®

®

®

®

 або 
[image: image70.wmf]G

J

I

H

G

®

®

®

®

.


Відповідь: не обов’язково

9.1. Без обмежень загальності 
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 також має ділитися на 5 та 
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Відповідь: (3,4,1), (4,3,1)

9.3. Після спрощення нерівність, яку потрібно довести, зводиться до вигляду 
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. З нерівності між середніми 
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, аналогічно 
[image: image93.wmf]b

c

a

b

c

a

b

³

³

+

+

3

2

3

2

3

5

3

3

3

9

1

)

2

2

5

(

, 
[image: image94.wmf]c

a

b

c

a

b

c

³

³

+

+

3

2

3

2

3

5

3

3

3

9

1

)

2

2

5

(

. Додаючи ці нерівності одержимо шукану нерівність.
10.1. Відмітимо на стороні 
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 точку 
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 - точка перетину бісектрис 
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10.2. Поділимо 
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 задовольняє умову, бо при довільному розбитті 
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 на два доданки сума цифр доданків дорівнює сумі цифр числа 
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 (це випливає з того, що при додаванні цих доданків „в стовпчик” не відбувається жодного переносу у наступний розряд). Покажемо, що число 
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 дорівнює сумі суми цифр 
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 - суперечність.
10.4. Приклад, що наведений в задачі 8.4 задовольняє також умову і цієї задачі.


Відповідь: не обов’язково

11.2. Без обмежень загальності 
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Відповідь: не існує.

11.3. За нерівністю Коші-Буняковського маємо: 
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