Варіант для 9-го класу
З розв’язками
1. Розв’язати рівняння: 
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Розв’язок задачі стає зрозумілим, якщо побачити, що з правої частини ми маємо, що 
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, але при такій умові 
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, а тому і 
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, з чого слідує, що єдиним розв’язком рівняння може бути число 
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. Перевіркою переконуємось, що воно задовольняє рівнянню.

Відповідь: 
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2. На декартовій координатній площині задані чотири точки: 
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. Для кожної точки 
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 вказати множину точок площини, для яких вона є найближчою, серед інших трьох точок.
	Для розв’язання задачі достатньо провести шість серединних перпендикулярів до відрізків 
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. На рис. вони зображені пунктиром. А далі просто вибрати ті лінії, що насправді розділяють потрібні області декартової площини. Вони зображені суцільними лініями. Найближчою до точки 
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 є  трикутник 
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; для точки 
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 - множина, що обмежена променями 
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 та відрізком 
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; для точки 
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 - множина, що обмежена променями 
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 та відрізком 
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; для точки 
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 - множина, що обмежена променями 
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та відрізком 
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Для більш точного обґрунтування вказаної ситуації слід зазначити, що через кожну з точок 
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 проходить рівно три з проведених шести серединних перпендикулярів. Дійсно, якщо точку 
[image: image28.wmf]P

 визначити як точку, що розташована на перетині серединного перпендикуляру 
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 до точок 
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, а також серединного перпендикуляру 
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. Але тоді вона рівновіддалена одночасно від усіх трьох вказаних точок (тобто є центром описаного навколо цього трикутника кола), а тому через цю точку проходить і серединний перпендикуляр 
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 між точками 
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3. Знайти усі 
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 такі, що для деяких натуральних чисел 
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 число 
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 є більшим коренем рівняння 
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	Якщо схематично зобразити графік функції 
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, тобто намалювати параболу с коренями 
[image: image44.wmf]a
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 (без обмежень загальності будемо вважати, що 
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), тоді коренями параболи 
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 будуть абсциси точок перетину зображеного графіку з горизонталлю 
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, тоді її більший корінь 
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 при натуральних значеннях параметрів. За умови 
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, а тому параметри 
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 можуть приймати лише значення 
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 або 
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. Залишається знайти при яких натуральних 
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При 
[image: image57.wmf]1

=

=

b

a

 
[image: image58.wmf]3

,

2

,

1

=

c

 
[image: image59.wmf]Þ

 
[image: image60.wmf]3

1

,

2

1

,

2

0

+

+

=

x

.

При 
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Відповідь: 
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4. Знайти усі натуральні 
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, такі що в десятковому запису чисел 
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 усі цифри від 0 до 9 зустрічаються по одному разу.

Легко зрозуміти, що числа 
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 повинні бути тризначними, а число 
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 - чотиризначним. Тому можна записати такі нерівності: 
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, а тому залишається перебрати небагато чисел, але доречно ще найти засіб скоротити перебір. Оскільки сума цифр усіх чисел дорівнює 
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 і вона дає однакову остачу при діленні на 
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, а тому перебрати залишається лише 4 числа: 
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, серед яких ми і знаходимо єдиний розв’язок задачі: 
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Відповідь: 
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5. Деякі сторони клітинок шахівниці пофарбовано в червоний колір, в інші – в синій колір. Дозволяється обирати деяку клітину дошки та перефарбовувати всі її сторони одночасно в протилежний колір. Чи завжди можна зробити декілька перефарбувань таким чином, щоб синіми стали менше ніж ¼ від усієї кількості сторін клітинок?

	
[image: image85]
	Нехай початкове розфарбування таке, як на рисунку, жирним наведені сині лінії. Тоді існує 
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 вершин клітинок, що є кінцями непарної кількості синіх сторін. При будь-якому перефарбуванні ця ситуація зберігається. Сині сторони матимуть 
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 кінців, а тому буде завжди щонайменше 
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 синіх сторін. Але усього сторін клітинок 
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Відповідь: не завжди. 


6. Нехай додатні числа 
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 та дійсні числа 
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Перетворимо ліву частину нерівності таким чином:
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що й треба було довести.

7. На дошці намальовано трикутник 
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. Висота 
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 та бісектриса 
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 цього трикутника перетинають вписане в трикутник коло в різних точках 
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 відповідно. Після цього малюнок витерли, залишивши лише точки 
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. Відновити трикутник 
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	З властивостей вписаного кола стає зрозумілим процес відновлення 
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2) Проводимо пряму 
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 через точку 
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. На ній лежить сторона 
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3) Будуємо коло 
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, що проходить через точки 
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 та дотикається до прямої 
[image: image118.wmf]a

. Це буде вписане в 
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4) Через центр 
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 цього кола та точку 
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5) Вершина 
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 трикутника визначається перетином прямих 
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6) З вершини 
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 проводимо дотичні до кола 
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 і задає інші вершини 
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 трикутника 
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	З усіх перелічених пунктів неочевидним є лише пункт 3), побудови кола, яке проходить через дві задані точки 
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 та дотикається до заданої прямої 
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. Опишемо його детально.

Проведемо відрізок 
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, побудуємо до нього серединний перпендикуляр – пряму 
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, яка перетинає пряму 
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 в точці 
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. Тоді, якщо провести пряму 
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 відносно прямої 
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, то шукане коло буде дотикатися також і її. Тому задача зведена до такої: побудувати коло, що дотикається до сторін заданого кута та проходить через задану точку.
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	Треба побудувати коло, яке дотикається до сторін кута 
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 та проходить через задану всередині кута точку 
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. Побудуємо довільне коло 
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, що дотикається до сторін кута 
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. Тоді шукані кола (їх два) є гомотетичними образами кола 
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 при таких гомотетіях: 
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Тому задача може мати два розв’язки. Це відбудеться в тому випадку, якщо у вихідній задачі точка тину прямих 
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 и 
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 лежить по той самий бік від прямої 
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, що й точка 
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